
����
��
��
� 	��
 	��
�

���
�	
�����
�
 �
�

�� �
� �
� �
� ��� �
�� �
�
��� 	

�����
���  
! " # 
$" %
& '
()*+
,�-) ./ 01
23 (4�5
36 (3 78
3 16 .*94�:
3 01
;=<> -* .? 3 1
@ A B
C0D6

E 10F3 .+ 06 -)6
G + 1
)H . -*A 2

8
) .+ B
) ((I*H
) 1

JC3+ I
)HK
.)6K .LNM
5
39 ) .6 C3 16K
7OB
L + 0A+
) 1D J+6 .K 1K
CL 4

PK/)@ 6)63E 10F3 .+ 06L 4 JC3+4 PK/)QRR SS
4 E@ J

TUVXWYZ [\ ]
^ _Y\` _Ya
U bYU W[WZY bYaZ [WV WYc
\ _Uaa
^ d
^ bV U W^fe

]
YZU __[\ ]
UZY b[U _a g
h]
UZ b[i
^ d
^ bV U W[\V b^`j a k
^aZa
j U bU ] e

UVXWYZ [\ [^ Wa g
l Y bm ^ dZY WZ k
Y [WZY bU\Z [^ W
^ dZ k
YaY [^ Wa
npoaj [Warq
s

\U W
tYcY __uYa\ b[tYutm Z k
Y v
Y [aY WtY bV ]
^uY _g

wk
YZU _x[WZ b^u`\Yaa^ ]
Y\ _UaaYa^ d]
^ _Y\` _Yay Z k
Y [bj b^j Y bZ [Ya

U Wu ]
^uY _[WV g

k
ZZj{z|| ^tY _[igj km a [xg` W[ e^a WUt b`Y\ xguY|~}a\ kWU\ x|

� ��
� � ��� �
��� �

�

� �� � ���� �



��
�� � ��
���
� ��
�� �
��
�� �
� 	��
 	��

����
� �����
��� �� ���� � �� ¡¢
� ��£ ��� ¡� ���� �¡� ��¤

��� ���¥ ��� ¦�
��
���
����
¥§ ��
� ¦¡��¨ ¡
��� ���� ¡�£ § � �� ��£ ��� ¡� ¡�
��¤

��� �£ � �¥ �©� ��
��� ���£ ��� ¡�� �£ � �¡� �¡£ � �ª�¤

���� «¡
��� ��� ���¥ �� �¡
��� ���� ¡�
��¤

�����¥ �� �� ����
��©¥ �«�� �§ �� �� ¬��� ¡
�� �� �� ���¥ �� �¡
��� ���� ¡�
���
��¨ ¤

��� ��
ª��� �¡©�ª©¨ � ¦
� ­
� ¡�� �©� �£ ��
ª� �® �ªª ¡� ¡�
�� ��� ��� �¡«�� ¡
�£ ��� ¡
ª�

� �¡��� ��
§¨ ��� ¦
� �� �� ��¤{¯� �¨ �
��� �°
±��¥§ �¡�£

��§ ��¥ ��� ¡�
��
�©�¥�
�§§ �¡��� ¡�
�� �� �£ � ���
�
�������§ ¡� ��£ ���� ¡
�© ¡� ��
£ ¡�� �

�¨ ��� ��® �� �§ ¥�� �
ª ¡�§ ��¨ �®² ¥� ��¥ �
�� �§ ¥�� �®§ ¦�
��
�¡��� ¡�� ¦����
���� �

�¨ ���
³µ´ ¶
·��§ � ��¸ ® ¯� �¨ ¡
�§ � ��� ��
� ���§ ¡� �� �����¯� ��¥©��� ����� ¦¡
� ¦� ¦�
�

�¡£ ¦� ¡
�ª¥��ª� ¹� ¡��ª�§ ¡������� ��§§ ¡�£³»º·¼½½ ¾
¸

� ��
� � ��� �
��� �

¿

� �� � ���� �



À ÁÃÂÅÄÅÆ ÁÈÇ É Ê ËÍÌÎÉ ÌÐÏ ËÑÁÒÆÓÌÎÉ ÔÖÕ ÁÈÇ Ô×ÆÙØÚÆÓÌ ÆÙÛÜØÝÕ Õ ÁÈÇ Â

Þ ßáàÒâäãåàÒâäæèç»ßéßëêíìÈîïàðßòñ ãóàôâõàößø÷×ãóàöùûúíìëàôúüùûâäçýâøþíñ ìáÿ ç»ÿ úüù ì � âøþ��øßòã��Öç î�� � à âøþíñ
àöß��
	 ßÈùûâ àÒúíùåß ã��Îîïàûì � î þ��
������� �ú àûç î ì � ÷������ÚâøúíãåßÈùò÷�������	èî»ßÈùðî þ�� ÷����
���� 
!#"%$�& � '�(*) +�,.- "%$�& � $�& �0/213-546/7�6�
8 "%$ �9(�:<;=;?>@ BAC+ ! ,D1E�GFH�ë÷I� þJ� ßK�L��M � ß�� �
N�OQP R=SUTVT7WHXZY�S\[2T �

� ��
� � ��� �
��� �

]

� �� � ���� �



^ � �

��
 �
�
� ��
����
��
�� �
� 	��
 	��

�� ¡
�§ ��� ���¨ � �¡«��ª ¡�� �
³ ±�_¸ � �

���� �� ¦�ª ��
�³a` �b¸

���£ ��� ¡� �¡�£ �® ��§ �� ¡� ��¨ ¡��
��¡�£ �

³ ±�c® ±�d® ±�ef®hggg
¸ � �ª�� ¦
� ��
³ ` �d® ` ¥c®

` ¥d¸
��� �§ �� ¹�� �¥��¥ ���
³�i
�e_¸

�§ � �¨ ��
§ �� �¡«�� ¦
� ¡��� ¡
ª�ª��� ¦�ª ��
�±�jf

��¨ § ¡�� ��§ ¡�² ¥� ��¥ �
�¥ �©� �� k

�³ ` ¥¸mlno�p® �³ ` �¸mlqo�p® �³ ±�¸ lro�p

� ��
� � ��� �
��� �

s

� �� � ���� �



t��
� �
���
��
�
� �
�� � ��
���
u
���
� �
v�� 	��

��� ���¥ �� ��� �¥��¥ ��®§ ��
§ � �� ¡���
�©� �ª�® � w£ w�� �£ � ¦
x � �£ ��

��§§ ��
§ �¡��� ��
ª� �­
� �¡���
��
§ � ���� �
� �ª ¡��
§ � �� ���� ��®§ � �� ���� ���
��� �

ª��� ��¡��ª©¨ �¥���§ � ¡© ¡�¡�¨ ����¥ �� �� ��

���£ ��� ¡��� ¡�
�® �¥���§ � ¡© ¡�¡�¨ ® �§ �� ¡y
� ¦
���

�¼���� ��
�½§ ¡�z ���
�� ���³ ¼½z¸E{
¼���� ��
�|
� �� ��£ ��� ¡�z ���
�� ���³ ¼|
z¸

�}i
zE~
�§ ¡� ����� ¡�� ��� �� ¹�� ¡�
������® ��¥� ��
������� �¡�£ � �������� ¡�
�® �� �² ¥�

��£ ����
��� �¨

�³ ��� �����§ ¡�¸ �¥ ��� �¡�£ �
�� ¦
� ��£ ��� ¡��� ¡�
�

�§ ��
§ � �� ¡���
�£ ��¥ �ª� �ª y���
� ¹� ¡��ª�����®£ � �� �� ������ �� ��� �¡«�� ¦�
���
�

� ¦
� º¡
�© �½ � ¦¥ �� ¢ �i
��� ¡�� ¦
�� �� �

� ��
� � ��� �
��� �

�

� �� � ���� �



�
� ��� �
�� �
� �
��� 	

�$ �
����  
�� � �
$�� �
���
��
�� R& ��
�� R�

��
�
����� �� �
n�����s ¢¡� jn �s ¡� jn �s¤£
¥¦ § ¡�©¨

n��s ¡� ª
n �s¤£ ¡� ª
n �s ¡�©¨
n �s«¬

£
­® ¯
°

±� ¡� jn��s

¥ �²´³
µa [WV ]
^uY _¶¥ �· ³v
Y [aY WtY bV ]
^uY _g

!� � �� � �
$�� �¸

§ ¡�º¹n �s � ¡�º»n �s« �¼½¹»¾ ¡� ¾
n��sÀ¿��
� ¡�ÂÁ
n �s �¡� en �sÀÃ
¼¡� _n��s

l Y bm ^ dZY W
U __[Wu [Ä [u`U _aj [W
Å `U WZ` ]
W` ]
tY baU bYZ k
YaU ]
Yy _[x
Y [WZ k
Y [b^ Wb[WV a g

� ��
� � ��� �
��� �

Æ

� �� � ���� �



ÇÈ É
ÊËÌ
ÍÎÏ
ÐÑ Ò
ÓÌÏ
ÍÑÐ ÊÔ
Õ ÖÑ
ËÌ ÔÎ Ô
ÊËÌ
Í

Ñ Ô
ÐÑ
×Ï
ÍÑ

ØÙÚ Û
Ù Û
Ù ÜÝ Þ Ú Û
ßà
á Ùâ ã
äâ
åÙÚæ

ççéèê ëë
ì
íîðïñ

ò èêôó ªõ¤ö÷ø
ù
î ìï ñ

ò ó ªõ ö÷ø
ùú
ì
íû ü

ý
ì
þþ ü

çç èê ëë
ì ÿ
íû ü��

� çç èê �ëë ÿ
çç<èê ëë �
�

ØÚÝ Û
Ùæ ãàÚæ ã
� ÛÚ Û
ß �ÚÝ Û
Ùæ ãâà
�àâÙá æ ã
� ã�ãæÞ

	
ì

� �


 íîðïñ
ò��ê��� ªõ¤ö÷ø�

�
ì


 �
	�

�� ì
 �
� �� ú


 çç� �ê �� �ëë ÿ
çç �ê �ëë �

�

� ��
� � ��� �
� ! "

#

$ %& ! '��! "



(È ×
×Ñ
Õ ÒÊÑÐ )

*Ù ãà
Ù Û�Ù ÜÝ *Ú �ã
�æ� Û
�á Ù ÜÚæ
� Ü
+
,ÙÙ �Ú Ûæ
Ù Ü�

èê
ì ÿ

-/.0 12 3
465ù879;:<ê 4659>= :<ê 4 79@?

� �
�

A.
<ê �4 59

BÞ
��Ùæ ÜÞ Ú���ææ
åÙCEDÚ Fãà
GÝ ��ßH �Ú Ûæ
� �Û
� ��Ù Ü
I

J èê ù �ê �K ìL
ù �ê �
ì

A.
<ê �4659

M �æÚæ ã
� ÛÚ �àÞ
��Ùæ ÜÞ GÝ ��ßH �Ú Ûæ
� �Û
� ��Ù Ü
N

J èê ù :�ê �
K ìL
O

J :�ê �
ù �ê �K ìL

� ��
� � ��� �
� ! "

P

$ %& ! '��! "



(È ×
×Ñ
Õ ÒÊÑÐ ))

ÇÒÌ ÔÐ ÍÌÕ ÊÎ ÔÌ
ÍÊÔÓÌ Ò
ÊÌ Ô
ËÑ
Î QÒ
ÊÔR Ð

SÞ â �ãâà
åãTæ
�á Ù ÜÚæ
� Ü
UV

üê W6X
Yù[ZZZù XA ª
Yù XA\
ìW6X
Aù XYù[ZZZù XA ª
Y\

J èê ù üêK ìL
O

J üê ù :�êK ìL

]ãÝ Ù Û^Ú ��Ùà
� TUV GÝ ��ßH �Ú Ûæ
� �Û
� ��Ù Ü
_

` ì� abc ÿ
dfegûh

i
ù
û ìLù íù[ZZZù h ÿ
í

jkl mnlï o
p q
p r� os � qkl mn�tl qu� os � qtïlï
�tp rï v
� wl xomï
p q
pb � ñlï
p ñoqwomy� ñïtntb lz
�t

{4 �ù[|
ù û96} oï v
s ppu~ nl qï
n xqn xy� ñt�� |l quû �

� ��
� � ��� �
� ! "

�

$ %& ! '��! "



� Ñ
ÍÑÓÌ ÔÕ�
Ê×Ñ Ô
Ð ÊÎ ÔQÎ Ò
ÐÉ
ÊÔÒ
ÊÔR Ð

h

e
�
�
�
�

�

�

�

<
Y�

í
e
�
�
�
í�
e�

��

Y�

�
�
�
�
�

�

�

�

í
í
�
�
í�
�L
íL�
e�L
��L

í
�
�
�
�
�
í�

��

� �

��

í
�
íí
��
íeL
�e�
í�L�
��LL

��

�
�
�
�
e�
� í
í� e

��L

e
í
�
í�
�L
e��
íe�L
�� eL
e� eLL

e
�
�
�
í�
��
í�L
� íe
e�LL

��

í
�
e�
íeL
�L�
� í�L
í����
���LL

��

�
�
�
e�
íL�
��L
eL��
��� �

��� �
� �
��bb � ññ
p}t��
p qm� oqkl ñol qz
�} oï vñ
�tb �zïï
p ñpïlï o
p qt� mp}� ññ
p}t �
l mtp

oqkl ñol qz
�} oï vñ
�tb �zïï
pz� z mozt vorït �

� ��
� � ��� �
� ! "

��

$ %& ! '��! "



� Ò
Î� Ô�
( ÕÌ
ÕÑ
�Ò
ÎÉ Ñ Ò
Õ ÊÑÐÎ Q

 Ñ
ÊÐÑ ÔÏÑ Ò
R Ò
ÊÔR Ð¡
ÊÕ Ö
ÊÐÎÕ ÒÎÉ
ÊËÌ Q
ÔÑ ¢
Õ

ÔÑ
ÊR ÖÏ
Î� Ò
ÊÔÕÑ ÒÌ
ËÕ ÊÎ Ô

í�s ñpn qutïlï
�y� mp qs tï
ptnytb lz
�{4 �9 } oï vï v
�t xl mm�tï
b ptt oy m�ïpïl mtb oq~ nl qï
n x

qn xy� ñ�£

e�orh< oqï
�s � ñ� ï v
� qï v
�s ñpn qutïlï
� ot qp q¥¤
u�s � q� ñlï
�£

� �orh< vl mroqï
�s � ñ� ï v
� qï v
�s ñpn qutïlï
� ot rpn ñrp muu�s � q� ñlï
�£

��or< oqï
�s � ñp ñh<�k� q� ï v
� qï v
�z� z mozt vorï
~ nl qï
n xqn xy� ñotû ìL£

� �or< ot vl mroqï
�s � ñl qu h<puu� ï v
� q
û ìh¦ e£

� �orh< ot vl mroqï
�s � ñ� ï v
� q
û ì§4 h?
í9¦ �¨ l quû ìh ÿ
§4 h?
í9¦ �¨ £§ =¨ s ñ�lï�tï

oqï
�s � ñm�ttp ñ�~ nl m£

� ��
� � ��� �
� ! "

��

$ %& ! '��! "



© ª
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.5 0.5 1 0.747 0.934 0.816 0.913 0.844 0.903 «­¬¯®±° ª³²µ´¶· 1 4 1 4 1 4 1 4 1 deg
0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 ¸
1 1, 2 0 1, 4 3 2, 5 0 2, 7 5 ¹

4.0 3.0 2.0 2.236 1.369 2.098 1.045 1.722 0.846 º»«¼®¾½ ² ½¶· 3 4 3 2 3 8 3 8 3 deg
1 3/2 1 1/2 1 3/2 1 3/2 1 ¸
0 0 2 0 0 1, 6 4 3, 6 0 ¹
4 2 3 2.612 2.872 2.735 2.834 2.773 2.819 « ¬ ®±° ª³²µ´¿
1 1 1 1 1 1 1 1 1 deg
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¸
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¹

4.0 2.0 2.0 1.929 1.441 1.714 1.187 1.540 1.050 º»«¼®¾½ ² ½¿
3 9 3 6 3 6 3 6 3 deg
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¸
1 0, 1, 2 2 2, 3 3 3, 4 4 4, 5 5 ¹

7.5 3.5 6 4.973 5.798 5.338 5.732 5.477 ÀÂÁÄÃÆÅÈÇÊÉËÉ «­¬¯®±° ª³²µ´Ì· 1 4 1 4 1 4 1 4 1 deg
0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 ¸
1 1, 2 0 1, 4 3 2, 5 0 2, 7 5 ¹

4.0 3.0 2.0 2.629 1.411 2.171 1.117 1.838 ÅÍÁ¥ÎÐÏÆÑ ÉËÉ º»«¼®¾½ ² ½Ì· 3 16 3 8 3 8 3 8 3 deg
1 3/2 1 3/2 1 3/2 1 3/2 1 ¸
0 0, 1, 2 2 2, 3 0 1, 6 4 3, 6 0 ¹

12 6 10 8.456 9.722 9.045 9.630 ÎÍÁÄÒÆÓÆÏÐÉËÉ ÎÍÁÄÀÆÎÆÅÐÉËÉ «­¬¯®±° ª³²µ´Ò 1 1 1 1 1 1 1 1 1 deg
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¸
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¹

4.0 2.0 2.0 1.922 1.394 1.652 1.091
¿ ÁÔÇÊÏ ¿ ÉËÉ ÅÍÁ¥ÎÐÅÆÓ ÉËÉ º»«¼®¾½ ² ½Ò 3 9 3 6 3 6 3 6 3 deg

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¸
1 0, 1, 2 2 2, 3 3 3, 4 4 4, 5 5 ¹

17.5 8.5 15 12.434 14.645 13.451
¿ ÇÕÁÄÀÆÒÆÑ É ¿ Ï±Á¥ÑÈÇÊÑ ÉËÉ ¿ ÇÖÁÔÇÂÃÆÀ ÉËÉ «­¬¯®±° ª³²µ´×· 1 4 1 4 1 4 1 4 1 deg

0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 1/2 0 ¸
1 1, 2 0 1,4 3 2, 5 0 2, 7 5 ¹

Table1: Propertiesof groundandfirst excitedstateof AF Heisenberg ringsfor various ª and© : groundstateenergy «­¬ , gap ºØ« , degeneracy ÙÊÚ¯Û , total spin ¸ andshift quantumnumber¹ .Ü
– O. Waldmann,privatecommunication.

ÜÝÜ
– projectionmethod.
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