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1. Einfiihrung und Zusammenfassung

Korrelierte Fermionensysteme stehen seit geraumer Zeit im Brennpunkt experimentel-
ler Untersuchungen und theoretischer Beschreibungen. Das Feld korrelierter Fermio-
nensysteme erstreckt sich dabei von der Atomphysik, in der z.B. die Eigenschaften
fliissigen, atomaren Heliums studiert werden, bis zur Kernphysik, in der Nukleon—
Nukleon—Korrelationen in Kernen untersucht werden, die vom kurzreichweitigen und
abstoflenden Anteil der Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung induziert werden.

Es ist das Ziel dieser Arbeit, Kerne und Reaktionen von Kernen in einem Modell zu
beschreiben, das diese kurzreichweitigen Korrelationen einschlief}t.

In vielerlei Hinsicht kann und wird die Bewegung der Nukleonen als Bewegung in
einem mittleren Feld aufgefafit, das von allen anderen Nukleonen des Kerns aufge-
baut wird. Diesem Konzept folgen das Fermigasmodell, das Hartree-Fock—-Modell oder
Schalenmodelle [30, 31]. Mit Hilfe dieser Modelle kann ein Grofiteil der grundlegenden
Eigenschaften von Kerngrundzustdnden und angeregten Zusténden erkldrt werden.

Das Konzept des mittleren Feldes st6ft jedoch an seine Grenzen, soll der Einflufl von
Korrelationen untersucht werden. Die von der starken Abstoffung der Nukleonen bei
kleinen Abstédnden herriihrenden kurzreichweitigen Korrelationen unterdriicken die
Vielteilchenwellenfunktion fiir kleine Relativabstidnde der Nukleonen, was sich in den
experimentellen Daten auf vielerlei Art niederschligt.

Zum einen spiegeln sich kurzreichweitige Korrelationen in den Kerndichten der Grund-
zustéinde wider. Aufgrund der kurzreichweitigen Abstoflung ist die Zweiteilchendichte
fiir kleine Relativabstdnde unterdriickt. Sie zeigt damit zusétzlich zum Austauschloch
ein Korrelationsloch. Dieses korrespondiert direkt mit einer Impulsverteilung, in der
hohe Impulse, oberhalb des Fermiimpulses, besetzt und kleine Impulse, unterhalb des
Fermiimpulses, entvolkert sind. In Elektronenstreuexperimenten kann nicht nur die
rdumliche, sondern auch die Impulsverteilung mit grofler Genauigkeit gemessen wer-
den [38, 39|, so daf} inzwischen ein guter Vergleich mit theoretischen Berechnungen
moglich ist. An der Einteilchendichte im Ortsraum 148t sich die Sdttigungseigen-
schaft der Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung ablesen, die aus einem Zusammenspiel
von starker kurzreichweitiger Abstofiung und Anziehung mit endlicher Reichweite re-
sultiert.

Zum anderen ist der Einflufl der kurzreichweitigen Korrelationen in der Dynamik an-



geregter Kerne, zum Beispiel in Schwerionenreaktionen deutlich erkennbar. Dort be-
wirkt die kurzreichweitige Abstoflung harte St6Be zwischen den einzelnen Nukleonen,
die dabei grofle Impulsiibertrige erfahren kénnen. Im Verlauf der Reaktion verdichtet
sich die Kernmaterie, und es entsteht ein seitwérts gerichteter Flul von Nukleonen und
Fragmenten. Dabei ist die Streuung der Nukleonen am kurzreichweitigen abstoflen-
den Teil der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung in hohem Mafle fiir die thermische
Aquilibrierung der Reaktionsprodukte verantwortlich.

Viele theoretische Methoden haben sich bisher mit der Beschreibung kurzreichweiti-
ger Korrelationen, insbesondere in Grundzusténden, befa3t. Es sind dies zum Beispiel
die Methode der Jastrow—Korrelationsfunktionen [32], die Briicknersche G-Matrix—
Theorie [40], die Generatorkoordinatenmethode [41] oder die explizite Verwendung
von Superpositionen sehr vieler Slaterdeterminanten [42]. Alle diese Methoden gehen
iiber die Beschreibung des Systems durch eine einzelne Slaterdeterminante hinaus. Sie
sind in der Lage, die Einteilchendichte sowohl im Ortsraum, als auch im Impulsraum
richtig wiederzugeben. Mit einer einzelnen Slaterdeterminate ist dies unmaéglich. Des-
halb kann man mit dem Hartree-Fock—Verfahren entweder die Dichte im Ortsraum
oder im Impulsraum reproduzieren, niemals jedoch beide zugleich [43, 44].

Im Gegensatz zu der erfolgreichen Behandlung kurzreichweitiger Korrelationen in
Grundzustdnden steht ihre Beschreibung in dynamischen Modellen noch am Anfang.
In dynamischen Modellen wird die Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung zumeist in ein
langreichweitiges mittleres Feld und eine kurzreichweitige Abstofung, die als Stofiterm
realisiert wird, aufgeteilt. Der Stofiterm, der aus einer G-Matrixrechnung motiviert
werden kann [45, 46], nimmt dabei oft die Form einer Langevinkraft an, so z.B. in
der Quantenmolekulardynamik [13, 14, 15, 16, 17] und der Antisymmetrischen Mole-
kulardynamik [10, 11, 12]. Neben dem konzeptionellen Problem, wie eine solche Auf-
teilung der Nukleon—-Nukleon—Wechselwirkung durchgefiihrt werden kann, zerstort
eine Beschreibung der kurzreichweitigen Abstoflung durch Zufallskréifte moglicher-
weise empfindliche langreichweitige Korrelationen (Cluster), die sich im Verlauf der
Reaktion ausbilden wollen.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist es deshalb, einen Ansatz fiir die Behand-
lung der kurzreichweitigen Abstoflung vorzustellen, mit dem sowohl die Grundzu-
standseigenschaften der Kerne, d.h., ihre Bindungsenergien, ihre Ladungsradien und
ihre Dichten, als auch Schwerionenreaktionen konsistent beschrieben werden kdnnen.

Dieser Ansatz besteht darin, einen Versuchszustand fiir das Vielteilchensystem auf-
zustellen, der die relevanten physikalischen Freiheitsgrade und Symmetrien enthilt.
Physikalische Groflen ergeben sich dann als Erwartungswerte der entsprechenden Ob-
servablen beziiglich dieses Versuchszustandes. Grundzustand eines Kernes ist derjeni-
ge Versuchszustand, fiir den der Erwartungswert des Hamiltonoperators minimal ist
(Ritzsches Variationsverfahren). Die Dynamik des Systems folgt aus dem zeitabhéngi-
gen Variationsprinzip, das Bewegungsgleichungen fiir die Parameter liefert, die den
Versuchszustand charakterisieren.

Fiir Nukleonen im Kern, die Fermionen sind und dem Pauliprinzip gehorchen, muf3 der



Versuchszustand antisymmetrisch beziiglich Teilchenvertauschung sein, da die Dichte
im Kern so hoch ist, dafl sich die Nukleonen wie ein entartetes Fermigas verhalten.
Diese Symmetrieeigenschaft des Versuchszustandes, die sich nicht durch eine Wechsel-
wirkung simulieren l48t, garantiert, dafl der modellierte Kern Schalenstrukturen be-
sitzt und die richtigen thermodynamischen Eigenschaften der Fermi-Dirac-Statistik
aufweist, die sich sowohl in angeregten Kernen als auch in den Fragmentverteilungen
bei Schwerionenreaktionen zeigen.

Weiterhin soll der Versuchszustand aus Einteilchenzustdnden aufgebaut sein, die als
Gauflsche Wellenpakete im Phasenraum lokalisiert sind. Diese Wellenpakete enthalten
als zeitabhéngige Freiheitsgrade ihren mittleren Ort, ihren mittleren Impuls, die kom-
plexe Breite des Paketes, die die Varianz der Orts- und Impulsverteilung wiedergibt,
sowie Spin- und Isospinfreiheitsgrade. Gaufische Wellenpakete sind das quantenme-
chanische Analogon, das klassischen Punktteilchen am n#chsten kommt, ohne die
Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation zu verletzen. Sie sind weiterhin fiir die freie
Bewegung und die Bewegung im gemeinsamen Potential eines harmonischen Oszilla-
tors mit der Losung der Schrédingergleichung identisch. Die Verwendung lokalisierter
Einteilchenzusténde, die die ,,Molekiile“ des Modells bilden, dient dazu, die groflen
Fluktuationen zu beschreiben, die im Ausgangskanal von Schwerionenreaktionen be-
obachtet werden. Diese Fluktuationen sind schon bei kleinen Anregungsenergien im
Bereich tief inelastischer Reaktionen zu beobachten und fiihren bei hheren Energien
von Ep1.5215 A MeV zur Multifragmentation, da die Nukleonen zu schnell sind, um
ein gemeinsames mittleres Feld auszubilden.

Bis zu diesem Punkt entspricht dieser Ansatz der Fermionischen Molekulardynamik,
wie sie in den Ref. [2, 8, 23] vorgestellt ist. Thr Versuchszustand |Q(t)) ist eine
Slaterdeterminante aus Einteilchenwellenpaketen | g (%))

Q) =A([a®)®---@ |qat))) - (1.1)

Der neue Ansatz dieser Arbeit bezieht kurzreichweitige Korrelationen in den Ver-
suchszustand mit ein und geht damit iiber die Beschreibung des wechselwirkenden
Fermionensystems durch eine einzelne Slaterdeterminante hinaus. Dies geschieht mit
Hilfe eines unitéren Korrelationsoperators C, der den unkorrelierten Versuchszustand
| Q(t) ) in den korrelierten Versuchszustand

Q) (1.2)

transformiert, der keine einzelne Slaterdeterminante mehr ist, sondern einer Superpo-
sition so vieler Slaterdeterminanten entspricht, dafl eine explizite Entwicklung prak-
tisch unmdoglich ist. Der Operator €' wirkt dabei auf die Vielteilchenwellenfunktion,
indem er deren Amplitude fiir kleine Relativabstinde der Nukleonen unterdriickt. Sei-
ne Wirkungsweise dhnelt der der Jastrowschen Korrelationsfunktionen [32], die aber
nicht unitdr wirken. Die Unitaritdt des Korrelationsoperators bringt jedoch grofie
Vorteile mit sich [36, 37].

Da C' die Norm des Versuchszustandes erhilt, lassen sich Erwartungswerte eines be-
liebigen Operators B beziiglich des korrelierten Versuchszustandes ebensogut als Er-



wartungswerte des effektiven Operators Bog = QTQQ beziiglich des unkorrelierten
Versuchszustandes berechnen, d.h.

(@M C" B C1Q1)=(Q(t)| Begr | Q1)) - (1.3)

Wenn €', wie in dieser Arbeit angenommen, zeitunabhéngig ist, zeigt sich weiter-
hin, dafi auch die Bewegungsgleichungen, sowohl die Schrédingergleichung als auch
Néherungslosungen des zeitabhédngigen Variationsprinzips, ihre Form behalten. Es ist
dquivalent, die Zeitentwicklung des korrelierten Versuchszustandes mit dem vollen Ha-
miltonoperator H oder die des unkorrelierten Versuchszustandes mit dem effektiven
Hamiltonoperator H g zu beschreiben, d.h.

d

i glew) = B ¢[QW) (1.4)

& Q) = HelQW).

Der Wirkungsweise des unitdren Korrelationsoperators, fiir den bisher keine explizite
Darstellung angegebbar schien [36, 37], liegt folgende Idee zugrunde. Da es das Ziel ist,
die Wellenfunktion fiir kleine Relativabstdnde von Nukleonenpaaren zu unterdriicken,
ist der Korrelator als ortsabhéngiger Translationsoperator in den Relativkoordinaten
konstruiert. Diese Transformation 148t sich nicht mehr durch einen Ein- oder Zwei-
teilchenoperator ausdriicken, vielmehr ist der Operator ¢ aus Operatoren zu allen
moglichen Teilchenzahlen zusammengesetzt.

Aus diesem Grund wird in der Arbeit eine Clusterentwicklung vorgestellt, die fiir
Zweiteilchencluster abgebrochen wird. In dieser Zweiteilchenndherung lassen sich die
Erwartungswerte von Ein- und Zweiteilchenoperatoren sowie die korrelierten Ein- und
Zweiteilchendichten explizit ausrechnen.

Der in dieser Arbeit verwendete Korrelator ergibt sich ebenfalls aus dem Ritzschen Va-
riationsprinzip [35]. Da die Auswirkungen des kurzreichweitigen abstoffenden Anteils
der Nukleon-Nukleon—-Wechselwirkung dhnlich einer Randbedingung wirken, wird
derselbe Korrelationsoperator fiir alle Grundzustéinde und angeregten Zustdnde an-
gesetzt. Das heifit, man nimmt an, daf§ der stark abstoflende Teil des Potentials un-
abhéngig von der Grofle des Kerns oder der Anregung die Vielteilchenwellenfunktion
fiir jedes Nukleonenpaar aus dem Bereich des abstofienden Anteils (|7 — 75| < 0.5 fm)
verdringt. Die Parameter des Korrelationsoperators werden an einem Kern, dem *He—
Kern, durch Minimierung der Energie angepaflt.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dafl die mit diesem Korrelator schlufiendlich
berechneten Grundzustinde und Reaktionen Figenschaften besitzen, wie man sie fiir
eine realistische Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung erwartet.

Die korrelierten Kerngrundzustinde weisen die Séttigungseigenschaft der Bindungs-
energie auf. Trotz der Verwendung einer recht einfachen realistischen Wechselwirkung
ergeben sich hervorragende Werte fiir die Bindungsenergien und Ladungsradien. Die
Wiedergabe dieser grundlegenden Kerneigenschaften ist eine unumgéngliche Voraus-
setzung, um Schwerionenreaktionen sinnvoll und glaubwiirdig simulieren zu kénnen



und Vorhersagen zu treffen, die {iber die durch Erhaltungssitze dominierten globalen
Phinomene hinausgehen.

Die untersuchten Schwerionenreaktionen zeigen, dafl mit dem Modell der Fermioni-
schen Molekulardynamik Reaktionen bei unterschiedlichen Energien untersucht wer-
den koénnen. Fusion, unvollstéindige Fusion, tief inelastische Reaktionen und Fragmen-
tationsreaktionen mit den jeweils typischen Phdnomenen konnen mit einem Ansatz
beschrieben werden. Das Modell zeigt die Dissipation der kinetischen Energie fiir tief
inelastische Reaktionen ebenso, wie es Fragmentation, Evaporation von Nukleonen
und Nukleonenflufl bei hheren Energien wiedergibt.

Da die zeitliche Entwicklung eines einzelnen Ausgangszustandes durch determini-
stische Bewegungsgleichungen beschrieben wird, werden statistische Gréflen durch
Ensemblemittelung gewonnen.

Das Ereignisensemble fafit bei Schwerionenreaktionen alle Simulationen zusammen,
die zu einer Einschuflenergie gehéren. Die einzelnen Mitglieder des Ensembles, die
sich zum Beispiel durch ihren Stolparameter oder die Orientierung der intrinsischen
Deformation unterscheiden, werden ihrem Gewicht entsprechend beriicksichtigt. Ob-
wohl die Bewegungsgleichungen der Fermionischen Molekulardynamik deterministisch
sind, kommt es innerhalb des Ereignisensembles zu groflen Fluktuationen. Ursache
dafiir ist die Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen fiir die Parameter, durch die
die Dynamik stark von den Anfangsbedingungen abhingt. Selbst wenn die Vielteil-
chenzustinde zweier Mitglieder des Ensembles am Beginn der Reaktion einen grofien
Uberlapp besafien, konnen sie sich am Ende der Reaktion stark voneinander unter-
scheiden, zum Beispiel eine ganz andere Fragmentpartition aufweisen. Dieses stocha-
stische Verhalten ist auch der Grund dafiir, da8 anfdnglich vorhandene Phasenkor-
relationen zerstort werden und die Mittelung iiber die Anfangszusténde inkohédrent
erfolgen kann.

Das Ergodenensemble ermdoglicht die Untersuchung thermodynamischer Eigenschaf-
ten des Modells durch Zeitmittelung der zu untersuchenden Erwartungswerte. Uber
die Ergodenhypothese héingen diese zeitgemittelten Erwartungswerte mit den Mittel-
werten des kanonischen Ensembles zusammen. An mehreren Beispielsystemen wird
demonstriert, dafl die untersuchten Systeme ergodisch sind und die zeitgemittelten
Erwartungswerte mit denen des kanonischen Ensembles iibereinstimmen. Aufgrund
dieser Aquivalenz ist es méglich, die kalorische Kurve angeregter Kerne dynamisch
aufzunehmen und den nuklearen Fliissigkeit-Gas—Phaseniibergang zu studieren.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit den allgemeinen Grundlagen der Fermioni-
schen Molekulardynamik , d.h. mit dem zeitabhéngigen Variationsprinzip, den aus
dem Variationsprinzip folgenden Erhaltungssidtzen und der Dynamik, wie sie sich fiir
eine Slaterdeterminante als Versuchszustand ergibt.

Im dritten Kapitel werden die thermostatischen und thermodynamischen Eigenschaf-
ten der Fermionischen Molekulardynamik untersucht. Dabei wird in der ersten Hilfte



die Vollstandigkeitsrelation fiir die nicht orthogonalen Versuchszustinde des Modells
entwickelt, die zur Berechnung der Zustandssumme notig ist. In der zweiten Hélfte
wird das Ergodenensemble definiert, in dem die thermodynamischen Eigenschaften
des Modells am Beispiel von vier Fermionen im gemeinsamen Potential des harmoni-
schen Ostzillators untersucht werden. Als Ausblick wird ein Verfahren untersucht, mit
dem die kalorische Kurve angeregter Kerne im Modell bestimmt werden kann.

Das vierte Kapitel stellt das Konzept eines unitidren Korrelationsoperators ausfiihr-
lich vor. Es werden verschiedene Korrelatoren diskutiert und ihre Wirkungsweise
erldutert. Die Clusterentwicklung wird definiert und eine Zweiteilchennédherung fiir
die Erwartungswerte von Operatoren durchgefiihrt. Am Ende des Kapitels wird der
als Hamiltonfunktion bezeichnete Erwartungswert des Hamiltonoperators in der Zwei-
teilchenndherung berechnet.

Im letzten Kapitel wird gezeigt, dafl sich mit der abgeleiteten Hamiltonfunktion, die
die kurzreichweitige Abstoflung der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung enthilt, die
Grundzustandseigenschaften sowohl der stabilen Isotope als auch vieler instabiler Iso-
tope beschreiben lassen. Die Bindungsenergien stimmen sehr gut mit den experimen-
tellen Werten iiberein. Im Gegensatz zu Rechnungen mit einem effektiven Potential,
zum Beispiel dem Potential V2 von Volkov [49, 5], das keine starke kurzreichweiti-
ge Abstoflung besitzt, tritt jetzt eine Séittigung der Bindungsenergie ein. Auch die
Ladungsradien der Kerne stimmen mit den experimentellen innerhalb von etwa 5%
iiberein. Als Anwendung der Fermionischen Molekulardynamik in der Schwerionen-
physik werden Kern-Kern-Sto8e bei verschiedenen Energien untersucht. Fiir die tief
inelastische Reaktion von °F und 27Al, die Fragmentationsreaktion von *2C und '2C
und als Ausblick die Fragmentationsreaktion von *°Ca und *°Ca zeigt die FMD die
fiir diese Reaktionen typischen Phénomene.

Die Fermionische Molekulardynamik erweist sich damit als ein Modell, das die Grund-
zustandseigenschaften der Kerne und Reaktionen zwischen ihnen mit einem konsisten-
ten Ansatz beschreibt. Sie beinhaltet dabei nicht nur das Pauliprinzip, sondern auch
die in dieser Arbeit neu eingefiihrten kurzreichweitigen Korrelationen des Vielteil-
chenzustandes. In der weiteren Entwicklung des Modells wird die Verbesserung der
Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung im Vordergrund stehen. Derzeitig werden erste
Untersuchungen mit dem Bonn—Potential [47] durchgefiihrt [50]. Insbesondere kann
man erwarten, dafl durch die Hinzunahme der Spin-Bahn- und Tensorterme des Poten-
tials die etwas zu dominant ausgeprigte Alphaclustersymmetrie der Grundzustinde
gebrochen wird, was zu einer Vergréflerung der Fluktuationen fiihren kann.
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2. Das Modell der Fermionischen
Molekulardynamik

Das Ziel der Fermionischen Molekulardynamik (FMD) ist es, fermionische Vielteil-
chensysteme, ihre Grundzustidnde und ihre Dynamik in Schwerionenreaktionen zu be-
schreiben. Im Modell wird das betrachtete System durch einen parametrisierten anti-
symmetrischen Versuchszustand dargestellt, der die physikalisch relevanten Freiheits-
grade enthélt. Im einfachsten Fall handelt es sich dabei um eine Slaterdeterminante
von Einteilchenzustdnden. Dieser Fall wird in den Abschnitten 2.3 bis 2.6 betrachtet.
Als Versuchszustdnde kénnen aber ebensogut korrelierte Vielteilchenzustinde ange-
setzt werden, die den repulsiven und kurzreichweitigen Anteil der Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung beriicksichtigen. Wie sich Systeme verhalten, wenn sie mit korrelier-
ten Versuchszustidnden beschrieben werden, wird im Kapitel , Kurzreichweitige Kor-
relationen® untersucht. In jedem Fall handelt es sich bei den Versuchszustdnden der
FMD um antisymmetrische Vielteilchenzustinde — dafiir steht das Attribut ,,fermio-
nisch*.

Als Einteilchenzustidnde, aus denen der Vielteilchenzustand gebildet wird, werden in
der Fermionischen Molekulardynamik Gauflsche Wellenpakete verwendet, die im Pha-
senraum lokalisiert sind. Sie bilden die ,,Molekiile“ der Molekulardynamik und sind
den klassischen Punktteilchen am néchsten verwandt, ohne dabei die Heisenbergsche
Unbestimmtheitsrelation zu verletzen.

Die ,,Dynamik® des Vielteilchensystems wird iiber die Zeitabhéngigkeit der den Ver-
suchszustand charakterisierenden Parameter beschrieben. Diese Bewegungsgleichun-
gen ergeben sich aus dem zeitabhéngigen Variationsprinzip. Sie bestimmen die Zeit-
entwicklung des Versuchszustandes eindeutig.

Die Wahl des Versuchszustandes und des Hamiltonoperators sind nicht unabhéngig
voneinander moglich. Insbesondere in der Kernphysik kann eine realistische Nukleon—
Nukleon—Wechselwirkung nicht zusammen mit einer Slaterdeterminante als Versuchs-
zustand benutzt werden, da diesem Versuchszustand die notigen Freiheitsgrade fehlen,
um kurzreichweitige Korrelationen auszubilden. Soll der Einfluf} solcher kurzreichwei-
tigen Korrelationen untersucht werden, mufl der Versuchszustand um die nétigen
Freiheitsgrade erweitert werden.

In Kernstrukturrechnungen werden deshalb oft einfache Versuchszusténde und effekti-
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ve Hamiltonoperatoren verwendet, die die Méngel des Versuchszustandes wieder aus-
gleichen. Dazu zdhlen die Briicknersche G-Matrixtheorie, Hartree-Fock—-Rechnungen
mit der Skyrme-Kraft und Schalenmodellrechnungen. Diese Methoden sind ausfiihr-
lich untersucht und dargestellt worden, einen Uberblick gibt zum Beispiel das Buch
von P. Ring und P. Schuck [30].

2.1 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen der Fermionischen Molekulardynamik basieren auf dem
zeitabhéngigen Variationsprinzip

t2
s [CarcQu) i —H Q) =0, 2.)
in welchem der Zustand (Q(¢)| variiert wird. Erstreckt sich die Variation des Zu-
standes ( Q(t)| iiber den gesamten Hilbertraum, so liefert das Variationsprinzip als
Bewegungsgleichung fiir | Q(t) ) die zeitabhidngige Schrédingergleichung. Ist der Ver-
suchszustand eingeschrinkt, so ergeben sich Bewegungsgleichungen fiir die den Zu-
stand beschreibenden Parameter.

Aber nicht nur die Bewegungsgleichungen der FMD konnen aus dem zeitabhéngigen
Variationsprinzip abgeleitet werden, auch die Bewegungsgleichungen anderer Modelle,
wie etwa die des Hartree-Fock—Verfahrens, der Antisymmetrisierten Molekulardyna-
mik (AMD) [10, 11, 12] oder der Quantenmolekulardynamik (QMD) [13, 14, 15, 16,
17, 18], soweit sie keinen Stoffterm beinhalten, ergeben sich aus dem Variationsprin-
zip. Trotz dieser Gemeinsamkeit unterscheiden sich die aufgefithrten Modelle deutlich,
da sie von verschiedenen Versuchszustdnden ausgehen.

Im Modell der Fermionischen Molekulardynamik bezeichnet Q(t) die Menge der Para-
meter Q(t) = {¢q.(¢)|p =1,2,...}, die einen Versuchszustand eindeutig charakterisie-
ren. Der Operator H ist der Hamiltonoperator des Systems (In dieser Arbeit werden
alle Operatoren durch eine Wellenlinie unter dem Buchstaben gekennzeichnet.).

Die Variation (2.1) erfolgt beziiglich eines jeden Parameters ¢,(t), wobei die End-
punkte festgehalten werden, d.h. 6¢,(t1) = 6¢,(t2) = 0.

Als Resultat erhélt man Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL oL
an_u—aqyzo . v=12,..., (2.2)
denen die Lagrangefunktion
£(QM), Q1) = (QM)| i~ H 1Q(0) = £ (Q(), (1) ~HQ() (23

zugrunde liegt.
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Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist diese Lagrangefunktion linear in den Ge-
schwindigkeiten

: d 0 .
£6(Q(1), Q1) = (QM)| i+ 1QW) =34QW)] 15— Q1) dur  (24)
I du
enthélt dafiir aber die Zeitableitungen aller Parameter, d.h. sowohl der Koordinaten
als auch der Impulse.

H(Q(t)) bildet die Hamiltonfunktion und ist als Erwartungswert des Hamiltonopera-
tors definiert.

Die Euler-Lagrange—Gleichungen lassen sich in allgemeiner Form als gekoppelte Ha-
miltonsche Bewegungsgleichungen schreiben

0

> Aw(Q) 4 = o, QI [Q)) - (2.5)

Dabei ist A,,(Q) eine schiefsymmetrische Matrix, die im allgemeinen von allen Pa-
rametern Q(t) = {q¢,(t)} abhéngt

9L 0Ly
9.9, 94,94,
und die die geometrische Struktur der Parametermannigfaltigkeit widerspiegelt, wie

sie durch den Versuchszustand vorgegeben ist. Diese Struktur ist unterschiedlich fiir
antisymmetrische, symmetrische und einfache Produktzusténde.

'AMV (Q)

(2.6)

2.2 ErhaltungsgroBBen

Die Untersuchung von Operatoren, deren Erwartungswerte in einem durch die Be-
wegungsgleichungen (2.5) beschriebenen System zeitunabhiingig sind, fiihrt auf den
Begriff der verallgemeinerten Poissonklammern. Die Verallgemeinerung der aus der
klassischen Mechanik bekannten Poissonklammern besteht darin, sie fiir nichtkanoni-
sche Variable zu definieren. Dies geschieht mit Hilfe der schiefsymmetrischen Matrix
A, (Q), die die symplektische Struktur der Bewegungsgleichungen bestimmt.

Weiterhin kann eine Klasse von Operatoren angegeben werden, deren Zeitabhéngig-
keit zusétzlich durch die Vertauschung mit dem Hamiltonoperator gegeben ist. Es sind
dies Generatoren, unter denen die Menge der Versuchszusténde invariant ist. Mit Hil-
fe dieser Klasse von Operatoren ist es moglich, den Zusammenhang von Lésungen des
Variationsprinzips mit der Losung der Schrodingergleichung zu beleuchten.

2.2.1 Verallgemeinerte Poissonklammern

Sei B ein zeitunabhéngiger Operator mit dem Erwartungswert

B(t) =(Q()| B Q1)) - (2.7)

13



Da die Zeitabhéngigkeit von B(¢) durch die Zeitabhéngigkeit der Parameter gege-
ben ist, 148t sich die Zeitableitung des Erwartungswertes iiber die Zeitableitung der
Parameter bestimmen

d _ . OB < OH 9B
EB(t) = zuqug A {H,B} . (2.8)

v G Oqu T M Oq
Die letzte Identitit definiert die verallgemeinerten Poissonklammern [1]

OH | OB

HB =3 - A2
{ } w,y aqM # 8(]1/

(2.9)

in denen A} die Inverse der Matrix A, (Q) bezeichnet. Die Gleichung (2.9) besitzt
damit die symplektische Struktur der Hamiltonschen Dynamik, allerdings fiir nicht
kanonische Variable g,,.

Somit ist der Erwartungswert eines zeitunabhéngigen Operators B erhalten, wenn die
Poissonklammer mit dem Erwartungswert des Hamiltonoperators verschwindet

d
ZBl=0 & {H.B}=0. (2.10)

Da A,,(Q) und damit auch A7} schiefsymmetrisch sind, ist die Energie stets erhal-
ten. Dies gilt unabhingig von der konkreten Parametrisierung des Versuchszustandes,
vorausgesetzt, die Bewegungsgleichungen werden aus dem Variationsprinzip (2.1) ab-
geleitet.

2.2.2 Gute Generatoren

Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren wird durch hermitesche Generatoren

gebildet, die die Menge der Versuchszustidnde in sich selbst iiberfiihren.

Sei G ein hermitescher Generator und U die unitdre Transformation
U=exp(ieG) , e€R, (2.11)

dann gilt der folgende Satz [5, 8].

Satz: Bildet U die Menge der Versuchszusténde auf sich selbst ab

vl)=1Q) € {l@)}, (2.12)
dann folgt aus den Bewegungsgleichungen fiir den Erwartungswert von G
git) = (RHIGIQM)), (2.13)

daf seine Zeitableitung sowohl durch die verallgemeinerten Poissonklammern als auch
durch den Erwartungswert des Kommutators mit iH gegeben ist

%g“) = {H.gy=(Q®)|i[H.G] Q) . (2.14)
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Die Beziehung (2.14) ist aus zwei Griinden sehr niitzlich. Zum einen ist der Er-
wartungswert von G automatisch erhalten, wenn G mit dem Hamiltonoperator ver-
tauscht. Dies gilt zum Beispiel fiir den Gesamtimpuls, wenn ein im Ort verschobener
Versuchszustand wieder ein giiltiger Versuchszustand ist und der Hamiltonoperator
translationsinvariant ist, d.h., der Gesamtimpuls mit ihm vertauscht.

Zum anderen stellt die Beziehung (2.14) eine Verbindung zu Ehrenfests Theorem her
und erldutert, inwiefern eine Losung des Variationsprinzips die Losung der Schrodin-
gergleichung approximiert. Der Erwartungswert eines Generators G, der die Menge
der Versuchszustinde unverdndert 148t, entwickelt sich fiir eine kurze Zeit At so wie
der mit der exakten Losung berechnete Erwartungswert, wobei die exakte Losung
gegeben ist durch

Gexaer (t+ A1) = (Q(t) | D G AL | (1)) = G(t + At) + O(AP) |
(2.15)

das heifit

d d

—g(t)za

o Gexact () - (2.16)

Ein Beispiel eines solchen Generators ist der Operator der kinetischen Energie. Da
die Versuchszustinde der Fermionischen Molekulardynamik (2.18) eine Lésung der
Schrodingergleichung im wechselwirkungsfreien Fall sind, gilt fiir sie

exp(—irL) | Q1)) = [Q(t+7)) . (2.17)

Mit Wechselwirkung sind die Versuchszusténde |Q(t)) zwar keine Losung der Schrodin-
gergleichung mehr, im Sinne von Gleichung (2.16) wird der Erwartungswert von T
aber gut approximiert.

Gute Generatoren spielen also fiir die Versuchszustdnde des Modells die Rolle guter
Quantenzahlen, diese Operatoren fiihren nicht aus der Menge der Versuchszustidnde
heraus und ihre Erwartungswerte entwickeln sich fiir kurze Zeiten wie die exakten.

2.3 Unkorrelierter Versuchszustand

Die klassische Molekulardynamik beschreibt Vielteilchensysteme durch Newtonsche
Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunktskoordinaten der Molekiile.

An die Stelle klassischer Punktteilchen werden in der Fermionischen Molekulardyna-
mik Wellenpakete gesetzt, die im Phasenraum lokalisiert sind. Sie stellen die groftmogli-
che Anndherung an die klassischen Punktteilchen dar, ohne die Heisenbergsche Un-
bestimmtheitsrelation zu verletzen. Jedes Nukleon — es entspricht dem Molekiil —
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wird durch ein Gaufisches Wellenpaket parametrisiert.

(#-5(1))?

(&la(t) = exp{— >0

+i?7(t)} ® [x(®),0()® )  (2.18)

N exp{_wﬂf-ﬁ(t)} © [ x(t)6(6)@ |€)

%(t) =ag(t) +iar(t)
b(t) = 7(t) + ia(t)p(t)

Das Gauflsche Wellenpaket ist durch die Parameter ¢(t) = {7(¢), p(t), a(t), x(t), (1), £}
gekennzeichnet. Dabei entsprechen 7(¢) und p(t) den klassischen Grofen Ort und Im-
puls und ergeben sich als Erwartungswerte des Orts- und Impulsoperators

At = (qt)| T [a(t)), 7t)=(a@®)| K [q(t)) . (2.19)

Der komplexe Parameter a(t) ist mit den Verteilungen des Einteilchenzustandes in
Orts- und Impulsraum verkniipft. Der Realteil der Breite ag(t) bestimmt die Varianz
der Impulsverteilung des Zustandes

- = (a0 (E - 70)° 1a0)) (2.20)

EGR(t

Real- und Imaginérteil zusammen die Varianz der Ortsverteilung

3ag(t) +ai(?)
2 CLR(t)
Der nichtklassische Freiheitsgrad der Breite erméglicht es dem Wellenpaket, Ort- oder

Impulsverteilung im Zeitverlauf zu &ndern. Verschwindet der Imaginérteil a;(¢) von
a(t), so handelt es sich bei dem Wellenpaket, um ein Paket minimaler Unbestimmtheit.

= (a(t)| (Z—71)" la(t)) . (2.21)

Der komplexe Parameter n(t) trigt der Phase und der Norm Rechnung. Er wird
im weiteren nicht bendétigt, da die Normierung explizit ausgefiihrt wird und sich die
Phase bei der Bildung von Erwartungswerten weghebt.

Weiterhin kann der Spinfreiheitsgrad des Einteilchenzustandes durch zwei Winkel
x(t) und ¢(t) parametrisiert werden, so dafl sich die folgende Beziehung zwischen
dem Erwartungswert des Spinoperators und den Parametern ergibt

sin x(t) cos ¢(t)
a(t) = (q(t)| g [q(®)) = | sinx(t)sing(t) | . (2.22)
cos x(t)

7(t) ist ein Vektor im dreidimensionalen Raum mit der Quantisierungsachse in z-
Richtung und hat die Bedeutung einer , klassischen® Spinrichtung, obwohl es natiirlich
keinen klassischen Spin gibt, der lediglich die Richtung, aber nicht den Betrag dndern
kann.
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Auch fiir die Isospinkomponente |¢) konnte dieser Formalismus angewandt werden,
was bedeuten wiirde, dafl sich Proton und Neutron ineinander umwandeln kdnnen.
Im Sinne der Interpretation der Einteilchenwellenpakete als Molekiile werden in der
Fermionischen Molekulardynamik Rotationen im Isospinraum nicht zugelassen; |¢)
beschreibt entweder ein Proton |£) = | Proton ) oder ein Neutron |£) = | Neutron).

Um ein System aus A Fermionen zu beschreiben, wird aus den Einteilchenzustdnden
| q(t)) ein antisymmetrischer Vielteilchenzustand gebildet. Im einfachsten Fall ist dies
eine Slaterdeterminante, die im folgenden mit |Q(¢)) bezeichnet wird

1

Q) = . sgn(7) | gr)(t)) @ |Ga)(t)) @ -+ @ | gma)(t)) -

AL

Dabei lduft die Summe iiber alle Permutationen 7, sgn(w) gibt das Vorzeichen der
Permutation wieder. Die Einteilchenzustéinde |¢(t)) sind jetzt durchnummeriert,
wobei £ die Einteilchenzusténde zdhlt und gx(t) = {7%(t), Pk (t), ar(t), xx(t), o (), &}
die Parameter des Einteilchenzustandes |gx(f)) umfait. Die Menge der Parameter
des Vielteilchenzustandes setzt sich aus den Parametern der Einteilchenzustdnde zu-
sammen

Q) = {F@),7(t),a1(t), xi(t), $1(1), Ei5To(t), .-, a5 3 Ta(t), ... Ea}(2.24)
= {au(t)lp=1,NA},

dabei steht N fiir die Anzahl der zeitabhingigen reellen Parameter des Einteilchen-
zustandes, also 10 in diesem Fall. Ein griechischer Index wie u kennzeichnet g, als
konkreten Parameter. Auf diese Definition nehmen die schon angefithrten Bewegungs-
gleichungen Bezug

S A iy = —a% (QW) | H Q) . (2.5)

Aufgrund der Antisymmetrisierung des Vielteilchenzustandes verlieren die Parameter
7 und py ihre anschauliche Bedeutung. Fiir Einteilchenzusténde, deren Skalarprodukt
miteinander nicht verschwindet, d.h. die iiberlappen, geht die Lokalisierung im Viel-
teilchenzustand verloren, es werden statt dessen Schalenmodellstrukturen ausgebildet
5, 8].

Uberlappen sich die Einteilchenzustinde |g) nicht, so sind die Teilchen in den in-
dividuellen Wellenpaketen lokalisiert, und die Parameter 7, und p) erhalten ihre an-
schauliche Bedeutung zuriick.

Die Fermionische Molekulardynamik ndhert sich in diesem Fall der Newtonschen Me-
chanik fiir die Parameter 7 und py, welche nichtsdestotrotz immer noch an die nicht-
klassischen Freiheitsgrade der Breite und der Spinrichtung gekoppelt sein kdnnen.
Auch werden die Bewegungsgleichungen nach wie vor durch den nichtklassischen Aus-
tauschterm der Wechselwirkung beeinflufit.
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2.4 Erwartungswerte

Wie in der Quantenmechanik iiblich sind auch in der FMD physikalische Mefigréfien
durch Erwartungswerte hermitescher Operatoren beziiglich des Zustandes |Q) ge-
geben. Da dieser Versuchszustand aus nichtorthogonalen Einteilchenzustdnden, eben
den Gauflschen Wellenpaketen, gebildet wird, gehen in die Berechnung von Erwar-
tungswerten Uberlappmatrizen ein [3].

Die Norm des Vielteilchenzustandes | @} ergibt sich aus der Determinante der Uber-
lappmatrix der Einteilchenzustdnde | gy )

(Q1Q) = et ({(asa))) - (225)

Die Einteilcheniiberlapps {¢gx | ¢ ) sind im Anhang, Gleichung (A.3), angegeben.

Die Matrix Oy, die zur Berechnung der Erwartungswerte notig ist, wird als inverse
Uberlappmatrix bezeichnet und ist wie folgt definiert

((’)_1) =(qx|lq); kl=1,--- A. (2.26)

Kl

Da der unkorrelierte Versuchszustand hier als einzelne Slaterdeterminante gewidhlt
wurde, konnen alle Erwartungswerte mit Hilfe der Einteilchendichte

A
LY =3 la)y O (al (2.27)

k=1

ausgedriickt werden. Durch einfache Umformungen kann gezeigt werden, daf} die Ein-
teilchendichte ein Projektor ist

(bW =p®, (2.28)
was bedeutet, dafl die Besetzungszahlen der Einteilchenzusténde entweder 0 oder 1
sind.

Die nichtorthogonalen Gaufischen Einteilchenzustinde sind Eigenzusténde zu £, M) mit
dem Eigenwert 1. Gemeinsam spannen sie einen entarteten Unterraum auf.

Erwartungswerte von Einteilchenoperatoren ergeben sich durch Spurbildung mit der
Einteilchendichte

A
(QITIQY=5p(Wt)= (%!t la) Ou, (2.29)

k,l=1

dabei bezeichnet ein kleiner Buchstabe mit Wellenlinie wie ¢ den Operator im Ein-
teilchenraum, wéhrend ein grofer Buchstabe mit Wellenlinie wie 7" den Operator im
A-Teilchenraum meint.
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Die Zweiteilchendichte kann im Falle einer einzelnen Slaterdeterminante durch die
Einteilchendichte ausgedriickt werden. Sie lautet

1 A
£(2) =3 Z |qmqn>((')mk0nz — Omlonk) (qeq] (2.30)

k,Immn=1
wobei Ausdriicke der Form |g,q;) Zweiteilchenzustéinde |gx) ® |g;) bezeichnen.

Der Erwartungswert eines Zweiteilchenoperators ergibt sich wieder durch Spurbil-
dung, diesmal jedoch mit der Zweiteilchendichte

(QIV1Q) = sp(p®p)

1 A
=35 2 <qqu|3¢Iqmqn><0mk0m—0ml(9nk>. (2.31)
k,lmmn=1

Auch hier bezeichnet der GroSbuchstabe V' den Operator im A-Teilchenraum, der
Kleinbuchstabe v jetzt aber den entsprechenden Operator im Zweiteilchenraum.

Auf die gleiche Weise kénnen Erwartungswerte von Operatoren héherer Ordnung
berechnet werden.

2.5 Bewegungsgleichungen fiir den unkorrelierten Ver-
suchszustand

An dieser Stelle sollen die im Abschnitt 2.1 fiir beliebig parametrisierte Versuchs-
zustédnde hergeleiteten Bewegungsgleichungen fiir den Fall eines unkorrelierten Ver-
suchszustandes, der einer einzelnen Slaterdeterminante (2.23) entspricht, spezifiziert
werden.

Die Bewegungsgleichungen lauteten in ihrer allgemeinen Form

S A i =~ (QU)H QM) - (2.5")

0q,
Dabei enthalte der Hamiltonoperator H im folgenden den Operator der kinetischen
Energie T und eine Zweiteilchenwechselwirkung V. Der Erwartungswert von H zerfallt
dann in die beiden Bestandteile

HQ)=(RIZ|Q) = (QIT[Q)+(Q|Y Q) (2.32)
= T(Q)+ V(@) ,
so dafl die Bewegungsgleichungen jetzt lauten
, _ 90T _9JV
AR b= 5~ 5 (2.33)
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Die schiefsymmetrische Matrix, die die geometrischen Eigenschaften der Parameter-

mannigfaltigkeit des Versuchszustandes beinhaltet, ist durch Ableitungen des ersten

Terms Ly(Q, Q) der Lagrangefunktion gegeben.
0Ly 0Ly

A, = — - = =21 —Q
. 94,0q, 04,04, m { |

o o A9 9
= 21 ~ UYm | =—Y4n ) — o UYm | Yr Ors sl q_ 4Yn
m{[< 94" Iaquq ) 7«,32—1( 94, |4 ) Ons (4 Iaquq )

Q) (2.34)

Onm }

Die griechischen Indizes nummerieren die einzelnen Parameter und sind deshalb als
Doppelindizes p = {m, i} organisiert, die die Nummer des Wellenpaketes — m —
und die Nummer des Parameters — ¢ — dieses Wellenpaketes beinhalten.

8qu

Die generalisierten Kréfte

0 0 0
Pty 2 Oy (2:35)
I 9y Oqu
lassen sich unter Ausnutzung der Hermitizitdt und der Symmetrieeigenschaften beziiglich
Teilchenpermutation schreiben als

0 opW
—7 = Sp|—— 1 (2.36)
gy 9q,
A 0
= 2Re2 —qm\ )= > (5 —m| @) Ore (a5 | L k)] Okm
I r,s=1 qN
und als
0 op?
—V = Sp|5—U 2.37
I Oqu ™~ ( )
A 0
= 2Re Y l(a—qm,qn\,g(mk,m)— | g1, Gr. )
k,ln=1 Gy
- Z a Qm‘CIr rs(%a%‘l{(m}w(ﬂ)_ |(Il,Qk>) Okmoln
r,s=1 ql‘
Die Ableitungen eines Zweiteilchenzustandes
0 0
A Ym s 4n = ~ 'm & n 2.38
<aquq Gn | <6q“<q|> (qn| (2.38)

sind so definiert, daf§ die Ableitung 0/9q, nur auf den Einteilchenzustand ( ¢,, | wirkt.
Diese Ableitungen sind im Anhang gegeben.

Es ist wichtig, sich zu vergegenwirtigen, dafl das Pauliprinzip die Parametertrajek-
torien sowohl durch die Matrix A,,(Q) als auch durch die generalisierten Kréfte
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F, beeinfluit. A,,(Q) spielt die Rolle einer Metrik, und das Pauliprinzip wirkt hier
auf die Trajektorien wie Scheinkréfte in gekriimmten Rdumen. In die generalisier-
ten Kréfte 7, geht das Pauliprinzip {iber die Austauschterme ein. Da die effektive
Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung sowieso nicht genau festgelegt ist, kann man sich
auf den Standpunkt stellen, alle Effekte, auch die des Pauliprinzips durch ein phéno-
menologisches H(Q) zu ndhern, etwa durch Hinzunahme eines Paulipotentials zu einer
klassischen Hamiltonfunktion, wie dies in der QMD geschieht [15]. Man hat jedoch
dieses Argument nicht, um A,,(Q) zu wihlen, da diese Matrix eine rein geometrische
Grofle ist, die lediglich von der Parametrisierung des Versuchszustandes abhéngt, aber
nicht von der Wechselwirkung.

2.6 Freie Bewegung und harmonischer Oszillator

Die Einteilchenzusténde der Fermionischen Molekulardynamik (2.18) stimmen mit der
Lésung der Schrodingergleichung fiir zwei grundlegende Hamiltonoperatoren iiberein.
Dies sind die freie Bewegung eines Wellenpaketes und die Bewegung im Potential des
harmonischen Oszillators. In beiden Féllen wird das System durch Einteilchenhamil-
tonoperatoren beschrieben

H= i B(l) | (2.39)

=1

die im Sinne von Abschnitt 2.2.2 gute Generatoren sind. Die freie Bewegung

k(1 d -
h(l) = —“’2”(1) = =0 (2.40)
d i
—a=— 2.41
dt “ m ( )

driickt sich in den Parametern des Einteilchenzustandes (2.18) so aus, daf§ der Vektor
gl konstant bleibt und sich die Breite a; nur im Imaginérteil &ndert. Transformiert
man den komplexen Vektor b, in die reellen Vektoren 7 und P, so lauten deren
Bewegungsgleichungen % pr = 0 und % 7 = p;/m und stimmen damit mit den
klassischen {iberein. Dennoch ist das durch die Parameter definierte Wellenpaket eine
Losung der Schrodingergleichung. Der Schwerpunkt des Wellenpaketes bewegt sich
geradlinig gleichférmig. Auflerdem l&duft das Wellenpaket im Ortsraum entsprechend
seiner stationdren Impulsverteilung auseinander. Dies gilt auch fiir den aus diesen
Einteilchenzustédnden aufgebauten antisymmetrischen Vielteilchenzustand.

Im Fall des harmonischen Oszillators [5]

k() 1 . d - .
N(l) = NQT(TL) + 5 mw2£2(l) = E bl = —imw2albl (242)
a a = —imw’al + L (2.43)
dt ! m )
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sind die Bewegungsgleichungen gekoppelt. Betrachtet man wiederum die Bestandteile

des komplexen Vektors b;, so erhélt man fiir 77 und p; die klassischen Bewegungsglei-
chungen

d . _ b

m

d N —
o und b= —mw?7 . (2.44)

Der Freiheitsgrad der Breite (2.43) schwingt anharmonisch, die aus der Breite gebil-
deten Varianzen der Orts- und Impulsverteilung des einzelnen Wellenpaketes (Glei-
chungen 2.20 und 2.21) jedoch harmonisch mit der doppelten Frequenz

5_; (3 ! —mE(al)> = —(2w)? <§ ! —mE(az)) (2.45)

2Re (4 2Re (a;)
d2 3 |al\2 1 9 3 \al|2 1
dt? (éRe(az) - mwQE(al)> = ~w) <§Re (ar) _mwﬂE(al)> '

Beide Varianzen oszillieren um einen Mittelwert, der mit der im Freiheitsgrad der
Breite akkumulierten Energie F(q;) zusammenh#ngt.

13 1 1,3 |af?

E e 2
(@) 2m2Re (a;) 2 ™ 9Re (ar)

(2.46)

Diese Grofle ist eine Erhaltungsgréfie und deshalb zeitunabhéngig.

An dieser Stelle sollen noch einmal die Figenschaften der freien Bewegung und der
Bewegung im Potential des harmonischen Oszillators zusammengefafit werden, da es
bei der Frage, ob ein System klassisch oder quantenmechanisch ist, immer wieder zu
Verwirrung kommt.

Obwohl in beiden Beispielen die Parameter 7; und p; den klassischen Bewegungs-
gleichungen folgen und durch das Pauliprinzip nicht beeinflufit werden, stimmt der
parametrisierte Vielteilchenzustand mit der Losung der Schrodingergleichung iiberein
und enthélt per constructionem das Pauliprinzip.

Es gilt sogar, dafl fiir die freie Bewegung und den harmonischen Oszillator die Be-
wegungsgleichungen der Parameter fiir antisymmetrisierte, symmetrisierte oder einfa-
che Produktzustéinde dieselben sind. Anhand der Bewegungsgleichungen allein kann
also nicht entschieden werden, welche Symmetrieeigenschaften die beschriebenen Teil-
chen besitzen. Allein der Vielteilchenzustand, der mit Hilfe der Parameter geschrieben
wird, enthélt diese Information, und es ist auch allein der Vielteilchenzustand, mit
dem physikalische Groflen durch die Bildung von Erwartungswerten berechnet wer-
den konnen. Dieses Verhalten resultiert nicht aus dem Naherungsverfahren. Vielmehr
existiert es analog fiir Losungen der Schrodingergleichung. Die obigen Systeme bilden
dafiir ein gutes Beispiel, da sie ebenfalls Losung der Schrodigergleichung sind. Auch
aus der Losung der Einteilchenschrédingergleichung fiir die freie Bewegung oder den
harmonischen Oszillator kann man nicht ersehen, ob es sich bei den beschriebenen
Teilchen um Fermionen, Bosonen oder unterscheidbare Teilchen handelt.
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Abschlielend sei noch erldutert, warum die Losungen der Fermionischen Molekulardy-
namik fiir die beiden Hamiltonoperatoren mit den exakten Lésungen {ibereinstimmen.
Zum einen ist der Hamiltonoperator, der mit dem Symmetrisierungs- und Antisymme-
trisierungsoperator vertauscht, ein Einteilchenoperator. Zum anderen sind die Einteil-
chenzusténde (2.18) Losung der Einteilchenschrodingergleichung. Wiren zum Beispiel
die Breiten der Wellenpakete keine dynamischen Variable, sondern zeitlich konstant,
so wiren die Gleichungen (2.40) und (2.42) bzw. (2.44) fiir Fermionen nicht ldnger
richtig. Aus dem Variationsprinzip wiirden andere Bewegungsgleichungen folgen, nach
denen die Pakete Scheinkréften unterworfen wiren. So wiirden ohne den Freiheitsgrad
der Breite freie Fermionen auch ohne Wechselwirkung aneinander streuen [2].

2.7 Grundzustande und Ereignisensemble

In der Fermionischen Molekulardynamik ist der Grundzustand eines physikalischen
Systems dadurch ausgezeichnet, dafl er den Erwartungswert des Hamiltonoperators
minimiert. Nach dem Ritzschen Variationsprinzip ist er damit der Zustand, der mit
dem exakten Grundzustand den gréfiten Uberlapp hat. An der Stelle des Energiemi-
nimums verschwinden die Ableitungen der Energie nach allen Parametern des Ver-
suchszustandes

0

2 (QIEIQ)=0 . Va. (2.47)
Qu

Aus den Bewegungsgleichungen (2.5) folgt damit sofort, dafi der FMD-Grundzustand

vollstédndig zeitunabhingig ist und die Zeitableitungen aller Parameter gleich Null

sind

d

@ _ _ 2.4
=0, Vi (2.48)

Die Forderung nach minimaler Energie legt alle Grundzustandsparameter bis auf
fquivalente Konfigurationen eindeutig fest. Aquivalente Konfigurationen ergeben sich
aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Hamiltonoperators. Ein im Ortsraum an
eine andere Stelle verschobener Grundzustand besitzt natiirlich die gleiche Energie
wie der unverschobene.

Ebenso ist die Energie unter Drehungen invariant. Die Zustédnde sind jedoch keine
Eigenzusténde zu J? und J,, obwohl der Hamiltonoperator rotationssymmetrisch ist.
Bei den Grundzustéinden der Fermionischen Molekulardynamik handelt es sich viel-
mehr um intrinsisch deformierte Zustdnde, wie sie auch aus dem Hartree—Fock—Modell
bekannt sind. Der Grund der Brechung der Rotationssymmetrie ist in der Tatsache zu
suchen, daf} es sich bei dem verwendeten Versuchszustand um eine einzelne Slaterde-
terminante lokalisierter Wellenpakete handelt. Die Deformation spiegelt Vielteilchen-
korrelationen zwischen den Nukleonen wider, die sich ergeben, damit der deformierte
Grundzustand auf der Parametermannigfaltigkeit die niedrigste Energie erreicht. So
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kann man sagen, dafi das Ritzsche Variationsverfahren die ,,Unzulénglichkeiten® des
Versuchszustandes ausgleicht, indem die Symmetrie gebrochen wird.

Gute Drehimpulsquantenzahlen konnen durch Superposition verschiedener Orientie-
rungen des intrinsisch deformierten Grundzustandes erzeugt werden [7, 8].

Zu diesem Zweck soll zuerst die Rotation eines Zustandes definiert werden. Eine
Rotation sei durch die drei Euler-Winkel & = («, 3, 7) gegeben. Dabei bezeichnet «
den Winkel der Drehung um die raumfeste z—Achse, # den Winkel der Drehung um
die raumfeste y-Achse und vy den Winkel der Drehung um die raumfeste z—Achse.
Wie diese Drehung mit der Drehung um korperfeste Achsen zusammenhéngt, kann
man bei J.J. Sakurai [9] nachlesen. Der Drehoperator lautet nun

D(@J) = exp{—iaJ.} exp{—ifJ,} exp{—ivJ.} . (2.49)
Seine Matrixelemente beziiglich J und M werden als Drehmatrix zusammengefafit
Dy ann(@) = (IM: | D@) | JMs) (2.50)

Fiir die Drehmatrizen wird abschliefend noch die folgende Orthogonalitétsrelation
benétigt

872

/d3 Dﬁ M/ U—)’)) D]G2M (&) = m6J1J26M1M26M{Mé ) (2'51)

bei der d*w = dard cos(3) dvy gilt. Der Zustand mit gutem J und M ergibt sich als
1 - —~
@ M) = < [ @D R@)1Q). (2.52)

Der Zustand | Qmuic(t) ), der eine Schwerionenreaktion beschreiben soll, besteht zur
Startzeit aus dem antisymmetrischen Produkt zweier Grundzustdnde mit guten Dreh-
impulsquantenzahlen

| Quc(t=0)) = \/W [ @wr s Dl g (31) Ditan, (@) QU =031, )
(2.53)

mit |Q(t=0);01dz ) = A|D(@h) | Q1) ® D(&) | Q2)

Im Verlauf der Zeitentwicklung werden die Phasenkorrelationen in der urspriing-
lich kohdrenten Summation iiber kollektive Freiheitsgrade jedoch durch die komplexe
Wechselwirkung der inneren Freiheitsgrade zerstért. Dies gilt sowohl fiir die Phasen
zwischen den gedrehten Zustdnden als auch fiir die Phasen, die in der Entwicklung
der einlaufenden ebenen Welle nach Stofiparametern enthalten sind. Fiir grofie Zeiten
kann also angenommen werden, dafl

t—o0
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Fiir die Berechnung des Erwartungswertes eines beliebigen Operators B geniigt es
folglich, die kohédrente Summation durch eine inkohérente Mittelung iiber die gewich-
teten Orientierungen zu ersetzen

Im (Quic(t) [ B | Quic(t) ) (2.55)

1 — — - — - —
NN /d3w1 d®ws Dty ary (F1) Dioas, (G2) (Q(2); 3132 | B | Q(8); 313 ) -
14V2

~
~

Deshalb kann | Q(t); @12 ) als Mitglied eines Ensembles angesehen werden; dieses
Ensemble wird Ereignisensemble genannt [7, 8].

Das dargestellte Vorgehen unterscheidet sich von der klassischen Molekulardynamik
oder der Quantenmolekulardynamik [16], in denen das Ensemble oft durch zufilli-
ge Orte und Impulse der Teilchen im Anfangszustand der Reaktion gebildet wird.
Da sich die Grundzusténde der Fermionischen Molekulardynamik aus der Forderung
nach minimaler Energie ergeben und stationér sind, kénnen die relativen Positionen
und Impulse der Wellenpakete nicht zufillig gewdhlt werden. Das Ereignisensemble
der FMD besteht aus den gewichteten Orientierungen der intrinsisch deformierten
Grundzustédnde.

Weiterhin besteht das Ensemble aus der Summation der verschiedenen Stofiparame-
ter. Auch fiir den Stofiparameter kann angenommen werden, dafl die urspriinglich
kohiirente Uberlagerung von Ausgangszustinden verschiedener Stofiparameter, die
dazu dient, eine einlaufende ebene Welle aufzubauen, entsprechend Gleichung (2.54)
in eine inkohérente Summation zerfillt.

Beide Mittelwertbildungen, die iiber die urspriinglichen Orientierungen und die iiber
die Stoparameter, beruhen auf derselben, wohl begriindeten Annahme, dafl zwischen
den Endkanélen der Reaktion keine Phasenkorrelationen mehr bestehen.
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3. Statistische Eigenschaften

Die Bewegungsgleichungen der Fermionischen Molekulardynamik besitzen die aus
der klassischen Mechanik bekannte symplektische Struktur der Hamiltonschen Be-
wegungsgleichungen. Aus diesem Grund wurde in der Literatur die Vermutung auf-
gestellt, die statistischen Eigenschaften der FMD seien klassisch [21, 22].

Das Kapitel ,,Statistische Eigenschaften“ untersucht diese Problematik und gibt Ant-
worten auf zwei Fragestellungen, die in quantenmechanischen Molekulardynamikmo-
dellen, die die Zeitentwicklung eines Vielteilchensystems durch einen Vielteilchenzu-
stand lokalisierter Wellenpakete beschreiben, von grundlegender Natur sind. Dabei
handelt es sich zum einen um die thermostatischen und zum anderen um die ther-
modynamischen Eigenschaften des verwendeten Modells.

Die erste Frage nach den thermostatischen Eigenschaften eines Systems bezieht sich
auf die Eigenschaften des kanonischen statistischen Operators, die durch die Zustands-
summe Z(3) = Sp(exp{—f H}) gegeben sind. Ist die Zustandssumme in dem verwen-
deten Modell einmal bestimmt, lassen sich thermostatische Mittel durch partielle Dif-
ferentiation gewinnen, so z.B. die mittlere Energie durch Differentiation nach § oder
andere Groflen durch Ableitung nach Parametern des Hamiltonoperators. Demnach
reduziert sich die Frage darauf, ob die Zustandssumme mit Hilfe der Versuchszustidnde
berechnet werden kann, d.h., ob diese Versuchszustédnde ein Erzeugendensystem bil-
den und wie sich der Einsoperator durch diese Versuchszustinde ausdriicken 148t.

Die Versuchszusténde der Fermionischen Molekulardynamik bilden ein Erzeugen-
densystem, das iibervollstindig ist, da es vom Erzeugendensystem der kohidrenten
Zustdnde abgeleitet wird. Sowohl fiir identische Fermionen als auch fiir unterscheid-
bare Teilchen kann die Zerlegung der Einheit angegeben werden. Da die Berechnung
der Zustandssumme nicht von der Darstellung abh&ngt, miissen sich folglich fiir das
Modell der Fermionischen Molekulardynamik die richtigen thermostatischen Eigen-
schaften ergeben. Dies wird an den Beispielen freier Fermionen und Fermionen im
gemeinsamen harmonischen Oszillatorpotential demonstriert.

Die zweite und weit bedeutendere Frage wendet sich den thermodynamischen Ei-
genschaften der Fermionischen Molekulardynamik zu. Da ein zeitentwickelter FMD-
Versuchszustand in der Regel von der exakten Losung der Schrodingergleichung ab-
weicht, garantieren richtige thermostatische Eigenschaften nicht automatisch auch
richtige thermodynamische Eigenschaften. Die zweite Frage lautet damit in anderen
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Worten: Bevolkert ein FMD—Versuchszustand im Verlauf der Zeitentwicklung den
Hilbertraum mit dem kanonischen Gewicht?

Da die Parameter der Einteilchenzustédnde verallgemeinerten Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen folgen, konnte man versucht sein, auf ein klassisches statistisches
Verhalten zu schlieflen, wie dies zum Beispiel in Ref. [21, 22| getan wird. Diese Annah-
me, daf klassische Bewegungsgleichungen stets klassische Statistik nach sich ziehen,
wird im zweiten Teil dieses Kapitels widerlegt. Zu diesem Zweck werden zeitgemittel-
te Erwartungswerte mit dem FMD—Vielteilchenzustand berechnet und mit den dqui-
valenten Mittelwerten desjenigen kanonischen Ensembles verglichen, das die gleiche
mittlere Energie besitzt.

Im Modell der Fermionischen Molekulardynamik wird im folgenden die Aquilibrierung
eines Systems bestehend aus vier identischen Fermionen, die sich in einem gemeinsa-
men harmonischen Oszillatorpotential befinden, untersucht. Die Teilchen wechselwir-
ken iiber ein schwaches Zweiteilchenpotential, das dazu dient, die integrablen harmo-
nischen Oszillationen in ungeordnete Bewegung zu verwandeln. Man wird im dritten
Teil dieses Kapitels sehen, dafl der Zustand, der urspriinglich weit vom Gleichgewicht
entfernt war, sich dem kanonischen Ensemble der Fermi-Dirac-Statistik im ergodi-
schen Sinne ndhert, d.h., die zeitgemittelten Besetzungszahlen der Eigenzustidnde des
harmonischen Oszillators fallen praktisch mit denen des kanonischen Ensembles zu-
sammen, wenn das kanonische Ensemble bei derselben mittleren Energie betrachtet
wird.

Dieses Ergebnis dndert sich nicht, wenn man die Versuchszustinde der FMD ge-
gen die Versuchszustdnde der Antisymmetrisierten Molekulardynamik (AMD) [10]
austauscht. Da jedoch die Versuchszusténde der AMD auf zeitunabhéngige Breiten
eingeschrinkt sind, kommt es aufgrund unphysikalischer Streuung sogar ohne Wech-
selwirkung zu einer Aquilibrierung.

Werden unterscheidbare Teilchen, die durch einen Produktzustand beschrieben wer-
den, untersucht, so fiihren die Bewegungsgleichungen auf eine Boltzmann—Verteilung
der Besetzungswahrscheinlichkeiten. Dariiber hinaus dquilibriert das System aus vier
unterscheidbaren Teilchen sogar dann, wenn sich eines in einem anderen Oszillator
befindet als die anderen. In den Molekulardynamikrechnungen zeigt sich, dafl im Zeit-
mittel alle Teilchen die gleiche Temperatur annehmen und sich deshalb die Anregungs-
energie in einem Verhéltnis teilen, das durch das quantenmechanische kanonische En-
semble gegeben ist. Dieses Verhéltnis weicht von dem der klassischen Statistik ab, wo
es Eins zu Drei ist, da fiir klassische Teilchen im Oszillator die Anregungsenergie nicht
von der Frequenz abhiangt. Wird fiir unterscheidbare Teilchen zusétzlich der Freiheits-
grad der Breite eingefroren, geht das thermodynamische Verhalten letztendlich in das
der klassischen Statistik iiber.

Ein wichtiges Ergebnis der Untersuchungen thermodynamischer Eigenschaften be-
steht darin, dal durch Zeitmittelung Beziehungen zwischen wohldefinierten Gréfien
einer Molekulardynamik, wie der mittleren Energie, und statistischen Groflen, wie
der Temperatur, aufgestellt werden konnen. Das ist ein erster Schritt, um die ther-
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modynamischen Eigenschaften angeregter Kerne und zum Beispiel den nuklearen
Fliissigkeit—Gas—Phaseniibergang zu untersuchen, die derzeit von experimentellem In-
teresse sind [24].

3.1 Vollstandigkeitsrelation

Das Ziel dieses Unterabschnittes besteht darin, die Vollstandigkeitsrelation fiir FMD-
Versuchszustédnde abzuleiten. Mit Hilfe der Vollstandigkeitsrelation wird dann im wei-
teren die Spur des statistischen Operators berechnet.

3.1.1 Koharente Zustande

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet die Vollstdndigkeitsrelation fiir kohdren-
te Zusténde. Kohérente Zusténde |Z') sind die Eigenzustinde zum Absteigeoperator
@ des dreidimensionalen harmonischen Oszillators

oy o3
715 = 219,

Die kohédrenten Zusténde bilden ein iibervollstindiges Erzeugendensystem, ihre Voll-
stdndigkeitsrelation lautet

1 _ /d3Re(2) ;13Im(2) |{><f"\ (3.2)
m (Z]7)

&’r &®p |7, §)(TF, P

(2m)> (7, 7|7, P)

d’r d®p | q){q]

(2m)® (qlq)

Gleichung (3.2) stellt weiterhin verschiedene Notationen fiir kohérente Zustéinde vor.
Dabei wird die Notation |7, p') in der zweiten Zeile als Phasenraumdarstellung
bezeichnet, die dritte Zeile definiert die im folgenden benutzte Kurznotation ¢ fiir
die einen Versuchszustand kennzeichnenden Parameter. Kohdrente Zustdnde sind
ausfithrlich untersucht und beschrieben worden; eine Ubersicht iiber die grundlegen-
den Eigenschaften und die Zusammenstellung der Originalliteratur finden sich bei
J.R. Klauder und B.-S. Skagerstam [20].

~J

Im antisymmetrischen Zweiteilchenraum erhélt man die Vollstdndigkeitsrelation durch
Antisymmetrisierung eines Produktes aus zwei Einsoperatoren

12 — 4® (][(1)®][(1)) A®) (3.3)

1 1
- _ 1 My = _
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Unter Zuhilfenahme der antisymmetrischen Zweiteilchenzustinde |q;, o), 148t sich
der Einsoperator im antisymmetrischen Zweiteilchenraum dann wie folgt ausdriicken

(3.4)

~

1 — /d37’1 d3p1 /d37’2 d3p2 % \(]17 Q2>a a<Q1, Q2\ %
(27T)3 (27T)3 (fh \ Q1 )( q2 | Ch)

mit g, @ai=0)® @)= |@)® o).

Die Verallgemeinerung auf den antisymmetrischen A-Teilchenraum ergibt sich analog
durch Antisymmetrisierung des Produktes der Einteilcheneinsoperatoren im A-Teil-
chenraum. Hierbei bezeichne |Q) die unnormierte Slaterdeterminante aus Einteil-
chenzustéinden |[¢) und |@) die normierte Slaterdetrminante

Q) = %ngn(ﬁ) ( | ey ) ® -+ ® \%(A))) (3.5)
1 N
Q) = 010} Q) -

Die Summation lauft iiber alle Permutationen .

Somit 148t sich der Einsoperator schreiben als

19 = [au@ 1Qxel . (3.6)

Dabei wurde in Gleichung (3.6) ein Mafl eingefiihrt, das sich aus dem Produkt der
Einteilchenmafle und der Norm des unnormierten Vielteilchenzustandes zusammen-
setzt

ﬁ 1 d37"k d?’pk
k=1 <Qk | 4k > (27T)3

Q) = (Q1Q) (3.7)

Das gefundene Maf§ erlaubt es, den Einsoperator in beliebigen A-Teilchenrdumen
darzustellen, vorausgesetzt bei den Einteilchenzustédnden handelt es sich um kohé&rente
Zustdnde, d.h. um Gaufische Wellenpakete mit fester Breite, wie sie zum Beispiel in
der Antisymmetrischen Molekulardynamik (AMD) Verwendung finden [21].

3.1.2 Koharente Zustinde mit variablen Breiten

Die Einteilchenwellenpakete der Fermionischen Molekulardynamik zeichnen sich im
Unterschied zu kohérenten Zustédnden durch einen weiteren Freiheitsgrad, die komple-
xe Breite, aus. Im folgenden wird diskutiert, wie dieser Freiheitsgrad die Vollstandig-
keitsrelation verdndert. Da die Menge der Versuchszusténde schon fiir eine feste Breite
ein Erzeugendensystem bildet, wird die Integration iiber ein Intervall des Parameters
Breite lediglich auf einen konstanten Vorfaktor fithren.
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In Ortsdarstellung sind die Einteilchenzusténde durch lokalisierte Gaufische Wellen-
pakete gegeben (vergleiche Gleichung (2.18))

(7lg) exp{—(f_m2+iﬁ-f}. (3.8)

2a

Die Kurznotation ¢ schliefit jetzt nicht nur die Parameter ¥ und p ein, sondern auch
den Parameter der komplexen Breite a.

Die Zerlegung der Einheit lautet damit

1 d*r d’p [){q]
10 = / da daj ———+—, 3.9
ST W ) e Lt G ) 39
wenn dar = Ag , / da; = Ag .
Ag A;

Der Beweis von Gleichung (3.9) 148t sich z.B. in Ortsdarstellung erbringen. Dabei
erkennt man, daB nach der Integration iiber d®p und d*r unter dem Integral ledig-
lich eine Konstante zuriickbleibt. Die Breitenintegration hebt sich deshalb mit den
Konstanten Ar und A; weg.

(Z| 10 |7) (3.10)

3
1 d3r a®p la|?\ > (7 —7)?
- d /d /——— 2l YT iwp
Ag A; /AR an As a (2m)3 (WaR xp 2a* twep
o =2
2a

6 (7 - 7) s (9pld*) 7 @-7 @ -
= W /AR dCLR/AI da[/d T QWE eXp < — 20 - %

6@ (2 — )
= —— 2 [ d da;1 = 6 @-7
A A /AR aR . ar (Z—1")

Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde davon Gebrauch gemacht,
daB aufgrund der Deltafunktion §® (¥ — ) unter dem Integral # und #’ als gleich
angesehen werden kénnen.

3.2 Kanonische Ensembles

Die gefundenen Ausdriicke fiir die Vollstdndigkeitsrelation erlauben es jetzt, ther-
mostatische Eigenschaften von Vielteilchensystemen mit Hilfe lokalisierter Gaufischer
Wellenpakete zu beschreiben. Das soll am Beispiel der kanonischen Ensembles freier
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Fermionen, im gemeinsamen harmonischen Oszillator gebundener Fermionen sowie
unterscheidbarer Teilchen demonstriert werden.

Der Hamiltonoperator dieser Systeme ist jeweils ein Einteilchenoperator
A
H=Y 1) (3.11)

=1

Der statistische Operator R(f3) des kanonischen Ensembles ergibt sich aus dem Prin-
zip maximaler Entropie unter der Nebenbedingung, dafl das statistische Mittel der
Energie vorgegeben sei. Er lautet

L&) =

o o l-BHY . A= (3.12)

B wird inverse Temperatur genannt. Durch Bildung der Spur erhélt man die Zustands-
summe Z([3)

2()=sp(exp (-0 H} ) = [Ap@ (Ql exp{-BH} Q). (3.13)

In die Berechnung der Zustandssumme Z((3) geht die Symmetrie des Vielteilchenzu-
standes | @) ein.

A 1 d3Tk d3pk dakR dak[

191;11 (aelar)  (2m)% Ap As

@) = (QlQ) (3.14)

1 d37"k d3pk dakR dak[
(ar | ar) (2m)3 AR Ap

dM(Qk)

Diese Symmetrie —Produktzustand fiir unterscheidbare Teilchen, antisymmetrischer
Zustand fiir Fermionen — bestimmt das Maf d/4(Q) und damit die Eigenschaften
der Zustandssumme.

Die folgenden vier Beispiele sollen die bisherigen Ausfithrungen illustrieren. Ihre Er-
gebnisse sind, nachdem die Vollsténdigkeit der FMD-Versuchszustéinde festgestellt
und der Einsoperator bestimmt ist, nicht weiter {iberraschend.

3.2.1 Freie unterscheidbare Teilchen

Die Zustandssumme des kanonischen Ensembles nicht wechselwirkender unterscheid-
barer Teilchen 148t sich in geschlossener Form darstellen. Da der Zustand des A-
Teilchensystems durch ein Produkt aus Einteilchenzusténden beschrieben wird

Q) = |la)®-—® [qa), (3.15)
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zerféllt die A-Teilchenzustandssumme des kanonischen Ensembles Z(/) in ein Pro-
dukt von A Einteilchenzustandssummen z(/3).

20) = [au@ (@l ew{-5H}Q) (3.16)
= /du(Q1)<Q1|eXp{‘ﬂQl}\%)/du(%)(%\eXp{—ﬂ]\zﬂ}mQ)...

= 1:[ z(8)

Fiir den Fall, daf} die Einteilchenhamiltonoperatoren nur die kinetische Energie ent-
halten, A, = ¢ und alle Teilchen die gleiche Masse besitzen, erhélt man {iber die
Impulsdarstellung der Einteilchenzustéinde (A.5) auf einfache Weise die Matrixele-
mente unter dem Integral (B.1). Damit ergibt sich die Einteilchenzustandssumme zu

() = #(5) 347
=/du(q) (ql exp{—ﬁi} [4)

s
= [aut) (@‘fi) eXp{ —ﬂ;’—maﬁ%}<q|q>

2m
3 9
3 d / Y A
27T3ARA[ /d /ARdaR/AI @ (],R—l— P ﬂQmaR-i-%
— 1 3 2m
_(271_)3 AR AI /Vd r/ARdaR AIdaI (71' ﬂ)

:<2Z>3 (” %n)

Aus der Zustandssumme Z(3) = [2()]* kénnen jetzt durch Differentiation die mitt-
lere Energie

(R, = =53z (3.15)
0
— Al g50)
= gAT (3.19)

und die spezifische Warmekapazitit als Funktion der Temperatur 7= 1/ berechnet
werden

0

Cv= 57 (H, =4 (3.20)

Wie nicht anders erwartet, ergeben sich dieselben Ergebnisse wie sie sich bei Verwen-
dung von Eigenzustéinden des Hamiltonoperators ergeben hétten.
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3.2.2 Freie identische Fermionen
Das freie Fermigas wird durch Slaterdeterminanten von Einteilchenzustdnden be-

schrieben. Die in diesem Beispiel betrachteten Fermionen sollen sich beziiglich des
Spins und des Isospins alle im selben Zustand |7 1) befinden

Q) = %ngn(ﬂ—)(“]w(l))@“‘@ ‘qw(A)>) (3.21)
(Z|q) = em{—%}@ 1) -

Die Zustandssumme ergibt sich wieder als Spur {iber exp{—/ H}, diesmal faktorisiert
sie jedoch nicht

28) = [ap@ (@l ep{-5H}1Q) (322
det((ax| exp{=5 L} [a)
det((aa))

Mit Hilfe zweier neuer Grofien, dem Gewicht W(3) (siehe auch [22])

[ @)

det(<Qk| exp{—0 1} |m>)

W(P) (3.23)
det((Qk\Ql))

und der inversen Matrix Oy ()

(07®),, = (@l exp{-8 £} o), (3.24)
148t sich die mittlere Energie auf die folgende Weise schreiben

0

(80, = ~5500) (3.25)
FAR(Q) W) T2 Oun(B) |~ tam] exp{ = 8L} Ian)]
- J A (@) W(pB) '

Obwohl die Matrixelemente (gn,| exp{—B%¢} |¢.) analytisch bekannt sind (siehe
(B.1)), l&Bt sich das Integral nicht mehr in geschlossener Form lésen. Mit Hilfe ei-
ner numerischen Integration oder des Metropolisverfahrens kann die mittlere Energie
jedoch berechnet werden.

Das System, das hier als Beispiel untersucht werden soll, besteht aus fiinf Fermionen,
die sich in einer eindimensionalen Box der Linge L = A-d (A = 5, d = 2.5fm)
mit periodischen Randbedingungen befinden sollen [5, 22]. Der statistische Operator
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des kanonischen Ensembles, ausgedriickt in der Basis der Eigenfunktionen |k) des
Impulsoperators, lautet fiir A Teilchen pro Box:

R(B) = _Z(lﬁ)% S [ ktreeekadaexp{—8 Blks, .. ka)} o bty K
S ky<oo<ka
(3.26)
Z(p) = > exp{—B E(ki,...,ka)}
ki1<-<ka
&K 1 oem\io &,
E(kl,---,kA)—E%, EO(A)_% (A_d) 2 ;l

Dabei bezeichnet 1/v/A! | ky,...,ka)s die normierte Slaterdeterminante der A Ein-
teilchenzustinde und k; die Wellenzahl des l-ten Teilchens. Aufgrund der periodischen
Randbedingungen kénnen die Wellenzahlen nur ganzzahlige Vielfache von 27/L sein.

Die Abbildung 3.1 stellt die mittlere Anregungsenergie des Systems

((H - Eq >>‘ (3.27)

T

dar, die zum einen mit der Zustandssumme des kanonischen Ensembles ausgedriickt in
Eigenzustéinden des Impulsoperators (3.26) und zum anderen mit der Zustandssum-
me des kanonischen Ensembles ausgedriickt im Erzeugendensystem der FMD-Ein-
teilchenwellenpakete (3.22) berechnet wurde. Die Integration iiber die Orts- und Im-
pulsparameter der Einteilchenwellenpakete erfolgte dabei mittels eines Monte-Carlo—
Verfahrens.

10

E*/A (MeV)

0 5 10 15 20
T (MeV)

Abbildung 3.1: Anregungsenergie freier Fermionen in einer Dimension mit
periodischen Randbedingungen. Die durchgezogene Linie stellt die aus (3.26),
die Kreise die aus (3.22) folgende Anregungsenergie dar. Als Strich-Punkt-Linie
ist das klassische Resultat zum Vergleich angegeben.
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Auch hier ergibt sich die erwartete Ubereinstimmung. Die Abweichung fiir kleine T
ist numerischer Natur und hat ihren Ursprung in der Inversion der Matrix (3.24), die
leichte Abweichung fiir grofie T resultiert aus der Beschriankung des Parameterraumes
bei der Monte—Carlo—Integration.

Die Beschreibung freier Fermionen, wie sie in den Arbeiten von A. Ohnishi und
J. Randrup erfolgt [21, 22|, indem fiir die Zustandssumme

= [auQ exp{-5(QIH|Q)} (3.28)

angesetzt wird, filhrt auf das falsche Ergebnis, wie die Autoren selbst bemerken.
Die Grund liegt in der unzuldssigen Annahme, das statistische Gewicht sei durch

exp{ -6(Q|H |Q)} gegeben, anstatt durch (Q | exp{—ﬁIN‘f} Q).

3.2.3 Unterscheidbare Teilchen im harmonischen Oszillator

Ebenfalls analytisch 16sbar ist das Problem unterscheidbarer Teilchen gleicher Masse
im gemeinsamen harmonischen Oszillatorpotential. Die A-Teilchenzustandssumme

28) = [[aut@) (ol exp{ ~Bluo} 1)]" (3.29

zerfallt wieder in Einteilchenzustandssummen

2(B) = /dM(CI) (q] eXp{ —ﬂQHo} lq) (3.30)

= /du(q) exp{——ﬁw—%(T +(nfw)2) [1—6_’3“]}@\@
= exp{—gﬁw}[l—e_ﬁw]_3,

und es ergibt sich die mittlere Energie von

way, = ) (3.31)

1
= —Acoth<2T> , T_B.

Diese Ergebnis ist identisch mit dem in der Eigenbasis des Hamiltonoperators be-
rechneten und zeigt wiederum nur, daf} die FMD—Versuchszustdnde den gesamten
Hilbertraum aufspannen.
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3.2.4 Identische Fermionen im harmonischen Oszillator

Zu guter Letzt sei noch das Beispiel identischer Fermionen im harmonischen Oszil-
lator angefiihrt. Es 148t sich auf die im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Weise l6sen.
Entsprechend ergibt sich die mittlere Energie zu

wany, = ) (332
FAH(Q) WB) T Oum8) [~ Z5(an| exp { = Bhno | lan)]

Jap(@) W(p) ’
wobei W(3) und O~!(3) hier wie folgt lauten

det ((qk\ exp{—03 huo} \Ch))
W) = , (3.33)

det (acla)

(O‘l(ﬂ))kl = (q| exp{—0 huo} |a) -

Die Matrixelemente sind in Gleichung (B.3) zusammengefafit. Die Integration erfolgt
mit Hilfe eines Monte-Carlo—Verfahrens im Parameterraum. Abbildung 3.2 zeigt das
Ergebnis fiir die Anregungsenergie.

Eo
o
T T T
\
\
1

E*/A (MeV)

—_—
o
T T T

0 5 10 15
T (MeV)

Abbildung 3.2: Anregungsenergie identischer Fermionen im dreidimensiona-
len harmonischen Oszillator. Die durchgezogene Linie stellt die mit Hilfe der
Eigenzustinde des harmonischen Oszillators berechnete Anregungsenergie dar,
die Kreise die aus (3.32) folgende Anregungsenergie. Die Strich-Punkt-Linie
gibt das klassische Resultat wieder.

Die angefiihrten Beispiele verdeutlichen, dafl die nichtorthogonalen Versuchszusténde
der Fermionischen Molekulardynamik ein Erzeugendensystem bilden, mit dem sich die
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Zustandssumme eines statistischen Ensembles darstellen 148t. Diese Zustandssumme
ist mit der in den Eigenzustdnden des Hamiltonoperators ausgedriickten mathema-
tisch identisch. Das bedeutet aber nichts anderes, als dafl die thermostatischen Ei-
genschaften der Fermionischen Molekulardynamik die der Fermi-Dirac—-Statistik sind.
Néherungen, wie sie in Ref. [22] vorgeschlagen werden, sind unnétig.

3.3 Ergodenensemble

Die Fermionische Molekulardynamik ist eine deterministische Transporttheorie. Sind
der Zustand eines Systems zu einer beliebigen Zeit | Q(to) ) und der Hamiltonoperator
bekannt, so ist es auch der Zustand |Q(¢)) zu jeder anderen Zeit. Erwartungswerte,
wie z.B. die Energie eines angeregten Systems oder die Wahrscheinlichkeit, das Sy-
stem in einem bestimmten Zustand zu finden, sind wohldefinierte Gréflen. Es ist aber
keineswegs offensichtlich, wie thermodynamische Gréflen aus einer deterministischen
Molekulardynamik extrahiert werden kénnen.

In diesem Abschnitt wird an den Beispielen identischer und unterscheidbarer Teilchen
im Potential des harmonischen Oszillators gezeigt, wie durch Zeitmittelung statisti-
sche Mittelwerte und die Temperatur des Systems bestimmt werden kénnen. Es stellt
sich heraus, daf die untersuchten Systeme ergodisch sind und die zeitgemittelten Er-
wartungswerte mit den entsprechenden Mittelwerten des kanonischen Ensembles zu-
sammenfallen, d.h., dal Zeitmittelung und Scharmittelung im kanonischen Ensemble
fiir diese Systeme dquivalent sind.

Die Zeitmittelung erfolgt im Ergodenensemble. Die folgenden beiden Gleichungen
definieren den statistischen Operator des Ergodenensembles Rerg

. 1 t2
Rag = lim —— / dt Q)W QM)| (3.34)
~ ta—o00 (tQ—tl) t1
und das mit diesem Operator berechnete Zeitmittel eines beliebigen Operators B
[ 1 2}
B = Sp(Rere B) = lim ——— ["dt(Q1)|BIQ®). (335
(BY) , = @B = lin s [at(QuIBIQ0). (39

Im allgemeinen héngt der statistische Operator Rerg vom Anfangszustand |Q(t1)),
dem Hamiltonoperator und den Bewegungsgleichungen ab. Erweist sich das System
jedoch als ergodisch, bleibt lediglich eine Abhéngigkeit beziiglich des Erwartungs-
wertes des Hamitonoperators ( H ) bestehen. Dieser ist aber eine Konstante der
Bewegung

(QUIZ Q1)) =(Q(O) £ [Q()),  Vi. (3.36)

Die Zeitmittelung im Ergodenensemble erfolgt deshalb stets bei konstanter Energie. In
der Notation des Zeitmittels (3.35) wird dies durch den Index ,, { H ) “ verdeutlicht.
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3.3.1 Fermionen im Oszillatorpotential — Kanonisches Ensemble

Mit Hilfe des statistischen Operators () des kanonischen Ensembles fiir A Fermio-
nen im Potential eines eindimensionalen harmonischen Oszillators (siehe auch (B.5)),
der im folgenden in der Eigenbasis des Hamiltonoperators dargestellt ist

1 1 >
R(B) = ——— N1, .. ysna)aexp{—0 E(ni,...,na)}{n1,...,n4|
S G
(3.37)
e A 1
Z(ﬂ) = exp {_ﬂ E(nla 7nA)} X
n1<Z~<nA kl;Il I+ eXp(_ﬁw k)
E(n n)—wi(n—l—l) T—l
1, s IbA) — Pt % 9 ’ - ﬂ’
ergibt sich das statistische Mittel eines beliebigen Operators B als
(), =spEA B (3.39)
S S B o exp {5 B )
= ——— ANy, m NiyeeoyNa g €XP{— Nyyeooy N .
Z(5) A1, 2. 1 Al 2 1M A 1 A

Dabei bezeichnet 1/v/A! [nq,...,n4 ), die aus den Oszillatoreigenzustinden |nq ),

., |na) gebildete normierte Slaterdeterminante. Der Index ,T¢ gibt an, dafl
das statistische Mittel des kanonischen Ensembles bei einer bestimmten Temperatur
berechnet wird.

Im folgenden wird ein System untersucht, das aus vier Fermionen besteht, die in
einem gemeinsamen harmonischen Oszillatorpotential gebunden sind. Die Frequenz
des Oszillators betrigt w = 0.04 fm ™, so daB sich ein Abstand von 8 MeV zwischen
den Einteilchenenergieniveaus ergibt.

Die Graphik auf der linken Seite von Abbildung 3.3 stellt die Abhédngigkeit der An-
regungsenergie von der Temperatur (durchgezogene Linie) dar, wie sie sich im kano-
nischen Ensemble ergibt (Gleichung (B.5) in Anhang B.2). In der Graphik auf der
rechten Seite von Abbildung 3.3 sind die mittleren Besetzungswahrscheinlichkeiten
der 21 niedrigsten Eigenzustdnde fiir fiinf verschiedene Temperaturen aufgetragen.
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Abbildung 3.3: Fermionen mit gleichem Spin im eindimensionalen harmoni-
schen Oszillator;

links: Anregungsenergie als Funktion der Temperatur (durchgezogene Linie),
zum Vergleich das Ergebnis fiir unterscheidbare Teilchen, die durch einen Pro-
duktzustand beschrieben werden (Strich-Punkt), rechts: Besetzungswahrschein-
lichkeiten fiir fiinf ausgewdhlte Temperaturen, dabei bezeichnet n den n-ten
Eigenzustand und p(n) die Besetzungswahrscheinlichkeit dieses Zustandes (Die
Linien sollen lediglich das Auge leiten.)

Die mittleren Besetzungswahrscheinlichkeiten ergeben sich im kanonischen Ensemble
zu

(3.39)

wobei ¢ den Erzeugungsoperator eines Fermions im Oszillatoreigenzustand |n)
bezeichnet. Sie bilden eine Fermiverteilung fiir das kanonische Ensemble, d.h. fiir ein
Fermionensystem mit fester Teilchenzahl.

3.3.2 Fermionen im Oszillatorpotential — Ergodenensemble

In diesem Abschnitt werden die mittleren Besetzungswahrscheinlichkeiten im Ergo-
denensemble ermittelt und mit denen des kanonischen Ensembles verglichen.

Die Zeitentwicklung Gaufischer Wellenpakete im harmonischen Oszillator (Gleichun-
gen (2.42) und (2.43)) wird durch die Fermionische Molekulardynamik exakt beschrie-
ben, d.h., sie stimmt mit der Losung der Schrodingergleichung iiberein und ist damit
eine unitire Transformation im Einteilchenhilbertraum. Der Uberlapp zweier Ein-
teilchenwellenpakete bleibt erhalten, und deshalb @ndern sich insbesondere die Beset-
zungswahrscheinlichkeiten im Zeitverlauf nicht. Um die thermodynamischen Gleichge-
wichtseigenschaften des Systems bestimmen zu konnen, wird deshalb eine kurzreich-
weitige und abstoflende Zweiteilchenwechselwirkung eingefiihrt, die die integrablen
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Oszillationen in ungeordnete Bewegung verwandelt. Der Hamiltonoperator besteht
damit aus dem des harmonischen Oszillators Huo und der Wechselwirkung V;

H = Hypo+V: (3.40)

~J

_ 2
ZI = Z%exp{_w}; %:(104105)(4), 7“0:‘—,

2
k<l To

Die Stérke von V' ist so gewihlt, daf die resultierenden Matrixelemente klein gegen
den Niveauabstand w und die Anregungsenergie sind. Zur Gesamtenergie tragt die
Wechselwirkung mit etwa 2% bei. Die Zweiteilchenwechselwirkung wird durch eine
gauBformige Abstofung realisiert; die genaue Form der Wechselwirkung spielt aber fiir
diese Untersuchung keine Rolle, wichtig ist nur die durch sie erreichte Aquilibrierung.

T (MeV) | E*/A (MeV) 1 2 3 4
5 0.75
10 3.63 Py + Py PO
20 12.02
30 21.41 -d 0 d x

Abbildung 3.4: Links: Vier ausgewéhlte Temperaturen und die zugehorigen
Anregungsenergien des kanonischen Ensembles; rechts: Schema der Anordnung
der Gaufischen Wellenpakete im Ortsraum, die Punkte geben die Zentren der
Pakete wieder.

Der Ausgangszustand dieser Untersuchung wird von vier Wellenpaketen gebildet, die
in einer Dimension angeordnet sind (Abb. 3.4 rechts). Alle vier Pakete besitzen die-
selbe Breite a = 1/mw. Drei Wellenpakete liegen symmetrisch zum Ursprung bei
x = (—d,0,d) — wobei d = 0.5//mw — das vierte Paket hingegen ist ausgelenkt,
um die angestrebte Energie einzustellen. Da die mittleren Impulse der Einteilchen-
wellenpakete alle Null sind, besteht die Anregungsenergie des Anfangszustandes nur
aus potentieller Energie. Durch die schwache Wechselwirkung wird diese Energie auf
alle Freiheitgrade verteilt.

Der Ausgangszustand, dessen Besetzungswahrscheinlichkeiten von denen des Gleich-
gewichtszustandes weit entfernt sind, wird den Bewegungsgleichungen (2.5) folgend
iiber etwa 2000 Perioden des harmonischen Oszillators (27/w = 157 fm/c) entwickelt.
Um eine erste Aquilibrierung des Ausgangszustandes zu erméglichen, beginnt die
Zeitmittelung nach ¢; = 10000 fm/c. Die verbleibende Zeit von etwa 300000 fm/c
ist deshalb so lang, weil eine sehr schwache Wechselwirkung gewdhlt wurde, um den
urspriinglichen Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators nur wenig zu storen.
Das System stellt deshalb ein ideales Gas in einem durch das Oszillatorpotential ge-
bildeten Container dar.
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Die folgenden beiden Graphiken (Abb. 3.5) vergleichen die Zeitentwicklung desselben
Anfangszustandes ohne und mit Wechselwirkung. Im linken Bild erkennt man, daf
die momentanen Besetzungswahrscheinlichkeiten ( Q(¢) | ¢} ¢, [Q(t)) im Zeitverlauf
konstant bleiben, da die Zeitentwicklung ohne Wechselwirkung eine unitédre Transfor-
mation im Einteilchenraum ist. Dieses erwartete Verhalten dient als Genauigkeitstest

des Integrationsverfahrens.

A 10 K - A0t -
x E*/A= 12.0MeV ot E*/A= 12.0MeV
&) d

c c
RS —0-0fm/c XS —0—0fm/c

€05l 0 10000fm/c c o5t 0 10000fm/c |
O A 20000fm/c o B K A 20000fm/c
- —>-30000fm/c > N —>-30000fm/c
3 e/ )

v v O

00F, &Y B etolotoren 0.0 |, ) XXX
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n n

Abbildung 3.5: Zeitentwicklung der momentanen Besetzungswahrscheinlich-
keiten (Q(t) | ¢t ¢n | Q(t)) ohne (links) und mit (rechts) Zweiteilchenwechsel-

wirkung. Die Verteilungen bei ¢ = 0 und ¢ = 30000fm/c sind durch verbundene
Symbole markiert.

Im rechten Bild, das die momentanen Besetzungswahrscheinlichkeiten zu drei spéte-
ren Zeiten darstellt, ist zu sehen, daf§ durch die Wechselwirkung eine Umbesetzung
der Zustinde stattfindet. In Abbildung 3.6 erkennt man, dafl die momentanen Beset-
zungswahrscheinlichkeiten aufgrund dieser Umbesetzungen im Zeitverlauf stark und
ungeordnet fluktuieren, obwohl das System durch deterministische Bewegungsglei-
chungen beschrieben wird.
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o
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¢ |Q(t)) in Abhiingig-

Abbildung 3.6: Besetzungswahrscheinlichkeiten { Q(?) |
=12 MeV;

keit von der Zeit fiir eine Anregungsenergie von E*/A
n = 0: Kreise, n = 3: Quadrate, n = 6: Dreiecke.
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Eine Zeitmittelung der in Abbildung 3.6 fiir E*/A = 12 MeV exemplarisch dargestell-
ten momentanen Besetzungswahrscheinlichkeiten fiihrt auf die mittleren Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten des Ergodenensembles

- ] 1 to
Cettnl) = dim gy [, 4(QO glga QW) . ()

Dabei ergibt sich der Erwartungswert des Besetzungszahloperators zu

A
(R | can QW) = > {arl o Cn @) Ou. . (3.42)

k,l
Er wird in den dargestellten Rechnungen mit Hilfe einer nichtorthogonalen Basis
Gauflscher Wellenfunktionen, durch die sich die Eigenfunktionen des harmonischen

Oszillators aufspannen lassen, ermittelt (B.3).

1o 1 .
E*/A = 0.75MeV E*/A = 3.6MeV
— (T =05bMeV) (T =10MeV )
£
G 05 T -
0.0 -: T T T l--= T T T |-
10 T -
E*/A = 12.0MeV E*/A = 21.4MeV
= (T =20MeV) (T =30MeV)
G 05| it |
0.0 [ ) 1 T 1 N
0 ) 10 15 20 0 5 10 15 20
n n

Abbildung 3.7: Vergleich der im Ergodenensemble berechneten Besetzungs-
zahlen (3.41) mit den kanonischen (3.39). Die kanonischen Besetzungszahlen
sind durch eine Linie verbunden, die im Ergodenensemble berechneten durch
Symbole dargestellt.

In Abbildung 3.7 sind die Ergebnisse der Zeitmittelung fiir vier verschiedene Anre-
gungsenergien, d.h. verschiedene anfingliche Auslenkungen, durch Symbole darge-
stellt. Gleichzeitig geben die Graphiken als durchgezogene Linien jeweils die Vertei-
lung des kanonischen Ensembles (3.37) wieder, das dieselbe Anregungsenergie besitzt.
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Die dieser Anregungsenergie entsprechende Temperatur im kanonischen Ensemble ist

ebenfalls in den Darstellungen angegeben. Es ist erstaunlich, dafl zwischen den Er-

gebnissen des Ergodenensembles und denen des kanonischen Ensembles nahezu kein
Unterschied besteht

cte, ~ cte, Vn, 3.43

(o)) g, = Ughenl), (3.43)

~

vorausgesetzt, die beiden Ensemble besitzen dieselbe Anregungsenergie

E*=<QH0—E0>‘<H) = <<IA_-{HO—E0>>‘T, Ey=8w. (3.44)

Dieses Ergebnis ist nicht selbstverstédndlich, da zum einen das System selbst sehr klein
ist — es besteht aus lediglich vier Teilchen — und zum anderen die Bewegungsglei-
chungen durch die Fermionische Molekulardynamik approximiert werden.

Der eineindeutige Zusammenhang zwischen den Besetzungswahrscheinlichkeiten des
Ergodenensembles und denen des kanonischen Ensembles, das dieselbe Anregungs-
energie besitzt, ist jedoch ein klarer Beleg dafiir, dafl das System ergodisch ist und
die durch die Bewegungsgleichungen der FMD beschriebene Vielteilchentrajektorie
den Phasenraum entsprechend den Gewichten der Fermi-Dirac—Statistik durchlauft.

Dieser Zusammenhang erméglicht es auflerdem, dem durch einen reinen, aber zeit-
abhéngigen Zustand | Q(t)) beschriebenen System eine Temperatur zuzuordnen. Es
ist dies gerade diejenige Temperatur, die mit der Anregungsenergie im kanonischen
Ensemble korrespondiert (Gleichung (3.38) und Abbildung 3.3 links).

10 F T T T ]
E*/A = 12.0MeV |

g (T = 20MeV )
ND_ 05 B 7

<
0.0 C 1 1 1 i
0 h 10 15 20
n

Abbildung 3.8: Varianz der Fluktuationen Ap?(n) im kanonischen Ensemble
(durchgezogene Linie) und im Ergodenensemble (Dreiecke).

Es stimmen jedoch nicht nur die Einteilchenverteilungen der beiden Ensemble iiberein,
sondern auch die Varianzen der Fluktuationen Ap?(n)

Ap*(n) = ({ (,e:,en)2>>‘T - (((gign >>‘T> (3.45)

43



ergeben sich als numerisch identisch (Abbildung 3.8), d.h., die im Ergodenensemble
bestimmten Varianzen konvergieren gegen die des kanonischen Ensembles, in dem sie
durch Ap?(n) = p(n)(1 — p(n)) gegeben sind.

3.3.3 Fermionen im Oszillator und der AMD-Versuchszustand

Der Versuchszustand der Antisymmetrisierten Molekulardynamik (AMD) [10] unter-
scheidet sich von dem der FMD nur in den zeitunabhingigen Parametern der Breite
und des Spins. Wie schon am Anfang dieses Kapitels ausgefiihrt wurde, spannen so-
wohl die Zustédnde der FMD, als auch die der AMD den gesamten Hilbertraum auf.
Deshalb besitzen beide Modelle dieselben thermostatischen Eigenschaften der Fermi-
Dirac—Statistik. Die thermodynamischen Eigenschaften der AMD werden jedoch auch
vom fluktuierenden Stofiterm, der ein bedeutender Bestandteil dieses Modells ist, und
von den eingefrorenen Freiheitsgraden abhidngen.

Die folgenden Untersuchungen beschrinken sich auf den Einflufl der zeitunabhingi-
gen Breiten. Da die Parameter der Breite festgehalten werden, stimmt der AMD-
Versuchszustand fiir freie Fermionen oder Fermionen im harmonischen Oszillatorpo-
tential im allgemeinen nicht mehr mit der Lésung der Schrédingergleichung iiberein.
Es kommt zu unphysikalischer Streuung [2] (Siehe auch Abschnitt 2.6.). Fiir den
harmonischen Oszillator ist der AMD-Versuchszustand lediglich dann mit der exak-
ten Losung identisch, wenn die Breiten der Einteilchenwellenpakete mit der Breite
des Grundzustandes zusammenfallen, d.h. ¢ = (mw) '. In diesem Fall gilt dann
day/dt =0 (2.43).

T T T T T T T T T T

10 7
1.0 FOoo E*/A = 12.0MeV T A E*/A = 12.0MeV

_ LN (T =20MeV ) _ I (T = 20MeV )

Abbildung 3.9: Mit dem AMD—Versuchszustand berechnete Besetzungswahr-
scheinlichkeiten (Symbole, Gl. (3.41)) verglichen mit denen des kanonischen
Ensembles (durchgezogene Linie, Gl. (3.39)).

Links: Ohne Wechselwirkung (V; = 0), Kreise: a = (mw) !, Dreiecke: a =
1.2(mw)~*. Rechts: Mit Wechselwirkung V1, Dreiecke: a = 1.2(mw) .

Die linke Graphik in Abbildung 3.9 zeigt fiir dasselbe System, wie es im vorange-
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gangenen Abschnitt behandelt wurde, die Ergebnisse der Zeitmittelung, aber ohne
dafl zwischen den Fermionen eine Kraft gewirkt hétte, d.h. V1 = 0. Werden die Brei-
ten als ap = (mw) ! gewihlt (Kreise), so ist die Zeitentwicklung wieder eine unitire
Transformation im Einteilchenraum und die Besetzungswahrscheinlichkeiten bleiben
stationfr. Nimmt man als Breiten jedoch einen anderen Wert, z.B. a;, = 1.2 (mw)™*
(Dreiecke), dann erweist sich die Zeitentwicklung im Einteilchenraum als nicht mehr
unitdr, und die Besetzungswahrscheinlichkeiten verdndern sich mit der Zeit. Aufgrund
der unphysikalischen Streuung dquilibriert dieses System sogar ohne Wechselwirkung.

Die rechte Graphik in Abb. 3.9 stellt die zeitgemittelten Besetzungswahrscheinlich-
keiten dar, wie sie sich ergeben, wenn das Wechselwirkungspotential ungleich Null
ist (Dreiecke). Wie man sehen kann, dquilibriert der AMD—Versuchszustand gegen
das kanonische Ensemble. Der eigentliche Grund, dafl sowohl die mit der Fermioni-
schen Molekulardynamik als auch die mit der Antisymmetrisierten Molekulardynamik
berechneten Verteilungen gegen die Verteilungen der Fermi-Dirac—Statistik konver-
gieren, liegt in der Antisymmetrisierung der Versuchszustédnde. Die kurzreichweitige,
abstolende Wechselwirkung bestimmt nur noch, wie die Verteilungen konvergieren,
aber nicht mehr, wogegen.

Es wire interessant zu sehen, wie der in der AMD eingefiihrte phdnomenologische
Stofiterm die thermodynamischen Eigenschaften der AMD beeinflufit. Da bei Anwen-
dung des Stofiterms dem Pauliprinzip Rechnung getragen wird, sollte man wiederum
eine Fermi-Dirac—Verteilung erwarten.

3.3.4 Unterscheidbare Teilchen im harmonischen Oszillator

In diesem Abschnitt wird demonstriert, daf§ Zeitmittelung auch im Fall unterscheidba-
rer Teilchen einer Scharmittelung im kanonischen Ensemble entspricht, allerdings jetzt
im kanonischen Ensemble der Boltzmannstatistik. Unterscheidbare Teilchen werden
durch einen Produktzustand beschrieben. Die Einteilchenzustéinde sind dem Beispiel
des Fermionensystems analog als Gaufische Wellenpakete gewiahlt. Die resultierenden
Bewegungsgleichungen unterscheiden sich von denen der Fermionischen Molekulardy-
namik dadurch, daf§ die schiefsymmetrische Matrix A, (@) (2.6) eine Form annimmt,
in der A, (Q) = 0, wenn £ und v nicht zum selben Wellenpaket gehéren, d.h., A4, (Q)
koppelt die verallgemeinerten Geschwindigkeiten verschiedener Teilchen nicht ldnger.

Das Ergodenensemble wird wiederum bei verschiedenen Anregungsenergien unter-

T (MeV) | E*/A (MeV) sucht und mit dem kanonischen Ensemble derselben
5 205 Anregungsenergie verglichen. Im kanonischen Ensem-
10 6.57 ble korrespondieren diese Anregungsenergien mit be-
20 16.31 stimmten Temperaturen. In Abbildung 3.3 (links) ist
30 26.18 diese Zuordnung von Temperatur und Anregungsener-

gie fiir das kanonische Ensemble, das ein System un-
terscheidbarer Teilchen beschreibt, als unterbrochene Linie angegeben. Die nebenste-
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hende Tabelle gibt den Zusammenhang fiir vier ausgewéhlte Temperaturen wieder,
der allgemein analytisch angegeben werden kann. Fiir vier unterscheidbare Teilchen
in einem harmonischen Oszillatorpotential der Frequenz w lautet die mittlere Anre-
gungsenergie

E*:<<[N{HO_E0))‘T = 4% [coth<ﬂ7”>—1], Ey=2w. (3.46)

Da unterscheidbare Teilchen nicht dem Pauliprinzip unterliegen, verhalten sich die
Besetzungswahrscheinlichkeiten sehr verschieden. Im Grundzustand (77 = 0 MeV)
zum Beispiel besetzt das System den Einteilchengrundzustand des harmonischen Os-
zillators vierfach (Abbildung 3.10, links).

Auch fiir dieses System stellt sich heraus, dafl die Zeitentwicklung fiir alle Anregungs-
energien ergodisch ist. Als Beispiel zeigt Abbildung 3.10 auf der rechten Seite fiir eine
Anregungsenergie von E*/A = 2.05 MeV (T = 5 MeV) die Besetzungswahrschein-
lichkeiten, wie sie sich nach einer Zeitmittelung von etwa 2000 Oszillatorperioden im
Ergodenensemble ergeben (Symbole). Die Besetzungswahrscheinlichkeiten stimmen
mit denen des kanonischen Ensembles fiir unterscheidbare Teilchen iiberein (durch-
gezogene Linie). Die Verteilung der Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir das Fermio-
nensystem der gleichen Temperatur ist zum Vergleich durch eine punktierte Linie
angegeben.

A-I T T T L

E*/A = 2.05MeV
(T = bMeV )

Abbildung 3.10: Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir ein System unterscheid-
barer Teilchen (Boltzmannstatistik). Links: Besetzungswahrscheinlichkeiten p(n)
der 21 niedrigsten Eigenzustinde als Funktion fiinf verschiedener Temperatu-
ren im kanonischen Ensemble. Rechts: Vergleich der Besetzungswahrscheinlich-
keiten, wie sie sich im Ergodenensemble ergeben (Symbole), mit denen des
kanonischen Ensembles (durchgezogene Linie). Die punktierte Linie zeigt zum
Vergleich die Verteilung fiir das Fermionensystem der gleichen Temperatur.
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Das Ergebnis zeigt, da} die Bewegungsgleichungen, die jetzt nicht mehr durch das
Pauliprinzip beeinflult werden, immer noch zu einer quantenmechanischen Verteilung
der Besetzungswahrscheinlichkeiten fiihren, diesmal jedoch auf die unterscheidbarer
Teilchen.

Der einzig verbliebene Unterschied zu rein klassischen Bewegungsgleichungen besteht
in der Zeitabhdngigkeit der Breiten. Werden diese fiir Produktzustédnde nicht mehr
als zeitabhingige Parameter beriicksichtigt, erweist sich das thermodynamische Ver-
halten als klassisch. Das wird im néchsten Abschnitt demonstriert.

3.3.5 Aquilibrierung zweier harmonischer Oszillatoren

In den vorangegangenen Abschnitten wird davon ausgegangen, dafl der Begriff der
Temperatur fiir das jeweilige System anwendbar ist. Das schliefit ein, dal in den un-
tersuchten Systemen eine Aquilibrierung im Sinne des Ergodenensembles stattfindet.
Um diese Eigenschaft deutlicher herauszuarbeiten, wird jetzt ein System untersucht,
in dem sich unterscheidbare Teilchen in zwei verschiedenen Oszillatoren befinden!.
Das System besteht aus vier Teilchen, von denen das erste in einem schmalen Oszil-
lator der Frequenz w; gebunden ist, die anderen drei sich in einem weiteren befinden
(Abbildung 3.11, links). Zwischen allen vier Teilchen wirkt eine Zweiteilchenwechsel-
wirkung. Der Hamiltonoperator des Systems lautet

H = 24: h(l)+V h(l) = L0 +l () (3.47)
~ ~ ~L ~ - 2m 2 mwlr\t :
=1
Wi

— =Wy = W3 =Wy .
e

Um Schwebungen auszuschlieflen, ist w; ein irrationales Vielfaches der anderen Kreis-
frequenzen, in diesem Beispiel e = 2.71818....

Die Zustandssumme und damit auch die mittlere Energie sind fiir einen quantenme-
chanischen Osrzillator analytisch angebbar. Die Zustandssumme lautet

1
a(f) = Y exp{-Be}, a=w <n +5 ) (3.48)
1 1
2 ﬁwl ’
sinh (T)
damit folgt durch Ableitung nach 3 die mittlere Energie eines Oszillators

0

(0D, = =55 wo) (3.49)

wy Wi
= —coth|{—) .
2 <2T>

!Die Anregung zu dieser Untersuchung stammt von George Bertsch, INT Seattle/USA.
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Wenn das System aus vier unterscheidbaren Teilchen in zwei Oszillatoren ergodisch
ist, dann miissen die beiden Teilsysteme — das erste Teilchen im schmalen Oszillator
und die anderen drei im breiten — im Zeitmittel eine Anregungsenergie besitzen, die
der gleichen Temperatur entspricht.

Weiterhin zeigt das Verhiltnis, in dem die Anregungsenergien der Teilsysteme zuein-
ander stehen, ob das Ergodenensemble dem kanonischen Ensemble quantenmechani-
scher unterscheidbarer Teilchen entspricht oder dem klassischer Teilchen. Im kano-
nischen Ensemble klassischer Teilchen im harmonischen Oszillatorpotential verhalten
sich die Anregungsenergien zueinander wie eins zu drei, da jede Anregungsenergie pro
Teilchen unabhéngig von der Frequenz des Oszillators gleich der Temperature ist, d.h.
E* = A.T. Aufgrund des diskreten Energiespektrums lauten die Anregungsenergien
der beiden Teilsysteme im quantenmechanischen Fall hingegen

w1 w1
Er=— th{—)—1
175 [CO <2T)

W9 [o9))
E; =3 —= h{—=)—-1]. .
und EJ =3 5 [cot <2T> ] (3.50)

Auf der rechten Seite von Abbildung 3.11 sind die Anregungsenergien der kanonischen
Ensemble dargestellt, die dem quantenmechanischen System zugehorigen durch fette
Linien und die dem klassischen System zugehérigen durch diinne Linien.

30

20

10

EfE,* (MeV)

0 10 20 30 40
E*=E,+E,* (MeV)

Abbildung 3.11: Vier unterscheidbare Teilchen in zwei Oszillatorpotentialen,
davon befindet sich eins in einem Oszillator mit der Frequenz w; und die drei
anderen in einem Oszillator mit der Frequenz wy (linkes Bild). Das rechte Bild
zeigt die Anregungsenergien der beiden Systeme aus einem bzw. drei Teilchen
aufgetragen iiber der Summe der Anregungsenergien. Dabei stellen die diinnen
Linien das Ergebnis des klassischen kanonischen Ensembles, die fetten das Er-
gebnis des quantenmechanischen kanonischen Ensembles dar. Die ausgefiillten
Dreiecke geben das Resultat des Ergodenensembles wieder. Auflerden sind die
Ergebnisse des Ergodenensembles fiir Wellenpakete fester Breite (ausgefiillte
Kreise) angegeben.
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Die Bewegungsgleichungen der Parameter (2.5)

Yo Aw b =—2— (QW) [ H Q@) , (3.51)

durch die die zeitgemittelten Erwartungswerte determiniert sind, nehmen fiir das
betrachtete System eine einfache Form an, da das System durch einen Produktzustand
beschrieben wird [3]. Die schiefsymmetrische Matrix A, zerféllt in Blocke, so dafi die
Bewegungsgleichungen der Parameter auf folgende Weise separieren [3]

. 0
Ty = a—m<Q\E\Q) (3.52)
_— 0
P = —3—m<Q|g|Q>
0
wir = 4aip WM<Q|Q|Q>
i = —taln 53— (QIH1Q).

Fiir den Hamiltonoperator wechselwirkender Teilchen in zwei harmonischen Oszilla-
torpotentialen

H = Hwo+Vr (3.53)
A E2(1) 1
Huo = 2 80),  Al) =" "+ 5 meig’()
(‘/’Uk — .Tl)z 0.01
Vi = Vi — A7 Vo= (10...50 =
Y1 kzd oeXP{ 1"3 5 Yo ( )wz, To i,

i \2m 2 4marg 2 akR
iVO To exp{—(rk —7“1)2}
k<l Ry Ril

2 2

a 11

Rzl_—r§+—| il il
kR QR

Damit kénnen die Bewegungsgleichungen der Parameter weiter vereinfacht werden
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und lauten nun — die gestrichene Summe Y7 " bedeutet, daB [ # k —

A % (3.55)
Pe = _% mwi Tx + ng %ITO (ri, — 71) exp {—%}
Ger = 27N Wy GkR Gkr
+ dakg kIR g‘;lvjo{—glo exp {_(Tk};zlﬁ)Z} 2(%};]2”7“,)2 - 1]
ar = muw; (ail - azR) + %
it (1= ) B e [

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators (3.54) unterscheidet sich von der Hamil-
tonfunktion des analogen klassischen Systems nur noch durch Terme, die die Para-
meter der Breite enthalten. Auch die Bewegungsgleichungen (3.55) entsprechen den
um den Freiheitsgrad der Breite erweiterten klassischen Bewegungsgleichungen.

Die Ergebnisse der Zeitmittelung der Anregungsenergien

B o= ((h)-5w) . (3.56)

B = (Sh0-5u) )

des durch die Bewegungsgleichungen (3.55) beschriebenen Systems sind in Abbildung
3.11 (rechts) durch Dreiecke angegeben, die dem quantenmechanischen Resultat (fet-
te Linien) sehr nahe kommen. Diese Ubereinstimmung bedeutet aber nicht weniger,
als daf} der Freiheitsgrad der Breite zur Beschreibung des quantenmechanischen Sy-
stems notwendig ist, denn allein durch diesen Freiheitsgrad unterscheiden sich die
Bewegungsgleichungen (3.55) noch von den klassischen.

Hilt man, um diese Vermutung zu erhérten, die Parameter der Breite fest, so wird das
System nur noch von den ersten beiden Differentialgleichungen in (3.55) beschrieben,
und die Energie (3.54) ist die um eine Konstante verschobene Energie des klassischen
Systems. In Abbildung 3.11 (rechts) ist das Ergebnis einer Zeitmittelung mit festen
Breiten durch Kreise dargestellt. Die Kreise liegen nun auf den durch das klassische
kanonische Ensemble (diinne Linien) gegebenen Anregungsenergien.

Fiir beide Systeme, mit variablen und festen Breiten, werden sehr lange Zeiten benétigt,
um die Zeitmittel des Ergodenensembles zu berechnen. Im Fall der variablen Breiten
sind das mehr als 30000 Perioden des breiten Oszillators, denen schon eine gleich
grofle Zeit vorangegangen ist, in der das System #quilibrieren soll. Mit festen Breiten
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werden diese Zeiten noch grofler, da weniger Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen. Der
Grund dieser langen Mittelungszeiten liegt darin, dafl die Krifte, —%(Q\ Vi|@),
aus dem Erwartunswert der Wechselwirkung berechnet werden. Obwohl V1 selbst
kurzreichweitig ist, fiihrt die Bildung des Erwartungswertes zu einer langreichweiti-
gen effektiven Wechselwirkung mit der Reichweite Ry, (3.54), die von der Grofie der
Ausdehnung der Wellenpakete ist. Gleichzeitig kann die Stédrke V, der Wechselwirkung
nicht beliebig gro gewdhlt werden, da sie sonst keine kleine Stérung zum Hamilton-
operator des harmonischen Oszillators darstellen wiirde und Korrelationen zwischen
den Teilchen induzieren kénnte. Das Konzept des Ergodenensembles stéfit in diesem
Fall an seine Grenzen. Fiir das Fermionensystem beinhaltet die Wechselwirkung durch
die Austauschterme eine zusétzliche Impulsabhéngigkeit, woraus sich eine schnellere
Aquilibrierung ergibt.

Fiir das klassische System — feste Breiten — ist es jedoch moglich, den Operator der
Wechselwirkung durch sein klassisches Analogon zu ersetzen, indem in (3.53) die Orts-
operatoren Z; durch die klassischen Variable 7y, ersetzt werden. Diese Wechselwirkung
ist dann wieder kurzreichweitig, und das klassische System &quilibriert viel schneller.
Zur Berechnung der zeitgemittelten Anregungsenergien des klassischen Systems —
feste Breiten — wurde diese Wechselwirkung verwendet (Kreise in Abbildung 3.11
rechts).

Das Ergebnis dieses Abschnitts besteht darin, dal sowohl im quantenmechanischen
Fall — zeitabbhingige Breiten — als auch im klassischen Fall — feste Breiten — beide
Teilsysteme in den zwei verschiedenen Oszillatoren die gleiche Temperatur annehmen.
Der einzige Unterschied zwischen klassischen und quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen besteht darin, dafl letztere den Freiheitsgrad der Breite enthalten. Dieser
Freiheitsgrad scheint nétig und ausreichend zu sein, um das diskrete Spektrum von
Hyo in die Bewegungsgleichungen eingehen zu lassen und den Hilbertraum im Zeit-
verlauf mit dem richtigen statistischen Gewicht zu bevolkern.

Der letzte Abschnitt zeigt, unter welchen Umstdnden eine Molekulardynamik mit
Wellenpaketen letztendlich zu einem System mit rein klassischen Eigenschaften wird.
Diese Untersuchungen verdienten sicher noch mehr Aufmerksamkeit, jedoch war es
das Anliegen dieses Kapitel zu zeigen, daf} die statistischen Eigenschaften der Fermio-
nischen Molekulardynamik die der Fermi-Dirac-Statistik sind. Die thermostatischen
Eigenschaften ergeben sich aus dem kanonischen Ensemble, dessen Zustandssumme
mit den FMD—Versuchszustédnden exakt berechnet werden kann, da diese vollstdndig
sind. Die thermodynamischen Eigenschaften konnen im Ergodenensemble durch Zeit-
mittelung bestimmt werden. Es zeigt sich, daf§ die FMD den Hilbertraum im Verlauf
der Zeitentwicklung mit dem korrekten Gewicht der Fermi-Dirac—Statistik bevolkert.

Damit ist die weitverbreitete und vielleicht auch naheliegende Vermutung, dafl klassi-
sche Bewegungsgleichungen stets klassische Statistik fiir das System nach sich ziehen,
widerlegt.
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3.4 Ausblick: Die Temperatur angeregter Kerne

Als Ausblick am Ende dieses Kapitels soll noch eine Methode vorgeschlagen werden,
mit der die thermodynamischen Eigenschaften von Kernen bestimmt werden kénnen.
Diese Untersuchungen haben in letzter Zeit grofies experimentelles Interesse gefunden,
inbesondere geht es dabei um den nuklearen Fliissigkeit—Gas—Phaseniibergang [24].

Die Methode, die hier zur Anwendung kommen soll, ist in den vorangegangenen Ab-
schnitten grundgelegt worden. Sie basiert auf der Eigenschaft der dargestellten ge-
koppelten Systeme, eine gemeinsame Temperatur anzunehmen. So wie in Abschnitt
3.3.5 die in zwei verschiedenen harmonischen Oszillatoren befindlichen Teilchen durch
eine Wechselwirkung gekoppelt und damit im Zeitmittel ins thermische Gleichgewicht
gebracht wurden, sollen jetzt die Nukleonen eines angeregten Kerns mit einem Wel-
lenpaket, das sich in einem harmonischen Oszillator befindet, in Kontakt gebracht
werden. Die Anordnung entspricht der in Abbildung 3.11 links dargestellten Konfi-
guration; es wird lediglich der Oszillator, der drei Wellenpakete enthélt, gegen den
Kern getauscht. Im Gegensatz zu den freien Teilchen im gemeinsamen Oszillatorpo-
tential stellt der Kern jedoch ein selbstgebundenes System dar, in dem die Nukleonen
tiber die Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung (C.23) miteinander wechselwirken. Diese
Wechselwirkung ist stark im Vergleich zur den bisher zur Aquilibrierung verwendeten
Wechselwirkungen. Weiterhin erfolgt die Rechnung jetzt in allen drei Raumdimensio-
nen.

Das einzelne Teilchen im Oszillator wird an die Nukleonen im Kern angekoppelt und
fungiert damit als Thermometer. Uber die Zeitmittelung der Anregungsenergie des
Thermometerwellenpaketes kann dann die Temperatur des Kerns bestimmt werden.
Unter der Annahme der Ergodizitdt des gekoppelten Systems, die nach den voran-
gegangenen Untersuchungen gerechtfertigt erscheint, nimmt das Wellenpaket, das als
Thermometer arbeitet, im Zeitmittel eine Energie E1, an, die der des kanonischen
Ensembles gleicht

Ern = (( Hn >>‘ =(Hrmm) (3.57)

v T

Da es sich bei dem Thermometerwellenpaket um ein einzelnes Teilchen im harmo-
nischen Osrzillator handelt, ist seine mittlere Energie auf die folgende Weise mit der
Temperatur verkniipft

(Hn))y, = 5 oot (57) - (359

Die Temperatur berechnet sich deshalb zu

T = w[m (u)] (3.59)

ETh — W

Auf diese Weise konnen Kerne beliebiger Anregungsenergie untersucht werden. Die
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Bewegungsgleichungen der FMD beschreiben dabei sowohl die Bewegung der Nukleo-
nen als auch die des angekoppelten Thermometerwellenpaketes

3 4u(Q) &= =5 QW) H QW) (2:5")
|Q)= |Kern)® |Thermometer) . (3.60)

Im Prinzip ist auch eine umgekehrte Mefmethode denkbar, bei der das einzelne Ther-
mometerteilchen durch viele ersetzt wird, die dann als Warmebad wirken. In diesem
Fall wird die Temperatur des Warmebades vorgegeben und die Anregungsenergie des
Kern gemessen. Dieser Weg wird hier jedoch nicht verfolgt.

Natiirlich geben die bisherigen Ausfiihrungen nur die prinzipielle Idee wieder, fiir
genaue quantitative Untersuchungen miissen zuerst die Eigenschaften des Thermo-
meters und seine Ankopplung bestimmt werden.

Ein heifler Kern wird ab einer bestimmten Anregungsenergie Nukleonen verdampfen
und dadurch abkiihlen. Damit sich zwischen den Nukleonen im Kern — der Fliissigkeit
—und den evaporierten Nukleonen — dem Dampf — ein Phasengleichgewicht einstel-
len kann, mufl man die emittierten Nukleonen dem Kern wieder zur Absorption zur
Verfiigung stellen. Die praktischste Realisierung besteht darin, den Kern in einem
Container gefangen zu halten, der z.B. ein sehr weiter harmonischen Oszillator sein
kann. Dieser Oszillator wird sich auf die Vorgénge im Kern kaum auswirken, wenn sein
Osrzillatorparameter viel grofier als der Kernradius ist. Der Nukleonendampf hingegen
wird sich wie ein im harmonischen Oszillator gebundenes Quantengas verhalten. Im
Zeitmittel kann es so zu einem Gleichgewicht zwischen fliissiger und gasférmiger Phase
kommen, in dem Nukleonen aus dem Kern in den Dampf wechseln und umgekehrt.

Ein zweites wesentliches Problem besteht in der Wechselwirkung zwischen den Nu-
kleonen und dem Thermometerwellenpaket. Diese darf nicht zu stark sein, da das
Thermometer sonst keine vernachldssigbare Storung mehr darstellt und es zu un-
erwiinschten Korrelationen zwischen Thermometerteilchen und Nukleonen kommen
kann. Andererseits mufl die Wechselwirkung aber stark genug sein, damit die Mitte-
lung in praktikablen Zeiten vonstatten geht. Es empfielt sich deshalb, eine nichtlokale
impulsabhéngige Wechselwirkung zu verwenden. Mit diesem Problem hédngt auch die
Wahl der Parameter des Thermometers zusammen. Die Masse des Thermometerteil-
chens und die Frequenz des Thermometeroszillators sind im Prinzip frei wéhlbar,
haben aber ebenfalls Auswirkungen auf die Mittelungsdauer. Um mit der Mittellung
den gesamten Kern zu erfassen, sollten die beiden Parameter allerdings so gewéhlt
sein, dafl das Thermometerwellenpaket im Zeitverlauf oft genug den Kern durchléuft.

In Studien, die iiber diese Arbeit hinausgehen, miissen diese Fragen noch eingehender
untersucht werden. An dieser Stelle soll lediglich ein vielversprechender Ausblick ei-
ner ersten Temperaturmessung an angeregten '°O-, 2*Mg- und *°Ca-Kernen gegeben
werden. Als giinstige Frequenz des Thermometeroszillators hat sich ein vergleichswei-
se hohes w &~ 0.08fm™" herausgestellt, das einem Niveauabstand von etwa 16 MeV
entspricht. Die Masse des Thermometerteilchens betrdgt m = 0.1818 my. Es werden
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zwei Thermometerwellenpakete verwendet, was die Aquilibrierung beschleunigt. Legt

man zur Abschédtzung des von den Thermometerteilchen abgetasteten Volumens die
klassische Beziehung

1 2
_ T2 —
zmw(w >‘

T 3.61
() (3.61)

[\CRb

zugrunde, so ergibt sich eine Kugel mit einem Radius von rund 3fm. Die Wechselwir-
kung wird als impulsabhéngige Zweiteilchenwechselwirkung angesetzt, die durch ihre
Matrixelemente zwischen den Nukleonenwellenpaketen |g;) und den Thermometer-
wellenpaketen |g;) definiert ist

( | v | ) = 0 r —77?'31 52 (3.62)
= ex .
Qqr| Y, 19k (7"2 9 kl)% p 2 + 207 Pkt

2 2
op = 0.1 ('akl +M)
kR AR

Tk =Tk —T1, Dt = Dk — DI,
Vo = 20 MeVim?, 7 =0.01fm .

Die Zeitentwicklung des Kerns wird durch den in (C.23) definierten Hamiltonoperator
erweitert um den duBeren harmonischen Oszillator (w = 0.005fm™") und die Wechsel-
wirkung mit dem Thermometerwellenpaket beschrieben. Zur Zeitmittelung wird das

Gesamtsystem iiber 10000fm/c verfolgt. Die Mittelwertbildung erstreckt sich auf die
letzten 5000fm/c.

12 LN AL L L L L L L T
® "Au+'*"Au, 600 AMeV
| O*c,®o +"'ag,'®’Au, 30-84 AMeV
10 - i
V10 <E>/<A,> o
8 s _
= 6 — 4
2
|_
4 -
5 %(<E(;>/<Ao> - 2 MeV) i i
1 [ | w=0.061fm™
O PR SR T SR NN SR TR SR SR NN SR S SO SN S S S S 0 1 1 1 1
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<Ey>/<A,> (MeV) E*/A (MeV)

Abbildung 3.12: Der nukleare Fliissig-Gas—Phaseniibergang: Temperaturen
THe,1; und T als Funktion der Anregungsenergie. Links: experimentelle Analyse
von Projektilfragmentation [24], rechts: Zeitmittelung mit der FMD, die Feh-
lerbalken geben die Breiten der zeitlichen Fluktuationen wieder.
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In Abbildung 3.12 sind auf der rechten Seite die Ergebnisse fiir angeregte 160-, 24Mg-
und °Ca-Kerne durch offene Quadrate, Dreiecke und Rauten dargestellt. Die Fehler-
balken geben die Varianz der zeitlichen Schwankungen von E* und 7" wieder, sie sind
fiir **Ca-Kerne grofier, da hier die Mittelung nur iiber ein Zeitintervall von 1500fm/c
lauft.

Fiir kleine Anregungsenergien verhalten sich die angeregten Kerne wie Fermionensy-
steme in einem mittleren Feld. Diese Abhingigkeit wird durch die fette durchgezogene
Linie demonstriert, die zu einem Oszillator mit einem Niveauabstand von 12 MeV
gehort. Dieser Hauptschalenabstand ist von der Groflenordnung, wie er in Schalen-
modellrechnungen kleinerer Kerne Verwendung findet (z.B. [30]). Erhéht man die
Anregungsenergie der Kerne iiber 3 MeV pro Teilchen, so bleibt die Temperatur in
etwa konstant. Erst ab etwa 11 MeV sind alle Bindungen zwischen den Nukleonen
aufgebrochen, und die Temperatur steigt wieder mit wachsender Anregungsenergie
an. Fiir hohe Anregungsenergien verhélt sich das System wie ein freies Quantengas
im Container.

Die Interpretation als Fliissigkeit bis £* = 3 A MeV, als Koexistenz von Fliissigkeit
und Gas fiir 3 A MeV < E* < 11 A MeV und als Gas bei E* > 11 A MeV wird auch
von der folgenden Abbildung unterstiitzt, die die zeitgemittelte radiale Verteilung der
Dichte von Magnesium im Ort fiir vier verschiedene Anregungsenergien wiedergibt,
drei liegen im Koexistenzgebiet, die hochste in der Gasphase.

4 T T T T T ]
107 E*/A=4.0MeV 1

_ ; \ - -EYVASTAMeV
Y A, ---E7/A=12MeV
c E*/A=17 iMeV

< ]
__ 1073 3
i 3 3
= F ;

10 E

10-5 i 1 1 1 .I ]

0 ) 10 15 20

r (fm)

Abbildung 3.13: Radiale Dichteverteilung von 2*Mg beim Phaseniibergang fiir
drei verschiedene Anregungsenergien im Koexistenzgebiet. Die diinne durchge-
zogene Linie zeigt zusdtzlich die Verteilung fiir die Gasphase.

Man erkennt, daf§ der Kern fiir die kleine Anregungsenergie von E*/A = 4.0 MeV
sehr kompakt bleibt, d.h sich grofitenteils in der fliissigen Phase befindet. Fiir die
mittlere Anregungsenergie von E*/A = 7.4 MeV ist der Anteil der Dichte auflerhalb
des urspriinglichen Kernes schon deutlich gestiegen. Das System befindet sich mitten
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im Koexistenzgebiet, es besteht aus einem Fliissigkeitstropfen umgeben von Gas. Fiir
die dritte Anregungsenergie von E*/A = 11.2 MeV ist das System nahezu vollsténdig
in die Gasphase iibergegangen. Zusétzlich zu den Verteilungen bei Anregungsener-
gien im Koexistenzgebiet zeigt die Graphik noch die Dichteverteilung fiir eine hohe
Anregungsenergie, bei der nur noch Dampf vorliegt.

Der Dampf, der sich um die relativ kleinen Kerne bildet, besteht nur aus Nukleonen.
Es ist ebenfalls eine interessante Frage, ob gréfiere Kerne vielleicht auch Cluster im
Dampf enthalten. Die Untersuchungen des angeregten Kalziums deuten darauf hin.

Ahnliche Untersuchungen, die sich mit der Koexistenz der fliissigen und gasférmigen
Phase befassen, sind auch schon im Hartree-Fock-Modell von P. Bronche, S. Levit
und D. Vautherin durchgefiithrt worden [25, 26, 27].

Die Graphik auf der linken Seite von Abb. 3.12 zeigt das Ergebnis einer Analyse an-
geregter Projektilfragmente [24]. Bei dieser Methode wird die Temperatur Tye 1; {iber
das Verhiltnis der Hiufigkeiten jeweils zweier Helium- und Lithiumisotope bestimmt.
Wie diese Temperatur mit der durch Zeitmittelung bestimmten zusammenhéngt, wird
ebenfalls Inhalt kiinftiger Forschung sein. Die auf beide Weisen gefundenen Abhéngig-
keiten zwischen Anregungsenergie und Temperatur, die ein ausgepriagtes Plateau zei-
gen, legen jedoch nahe, daf§ das System einen Phaseniibergang durchliuft.
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4. Kurzreichweitige Korrelationen

Kurzreichweitige Korrelationen treten in Systemen auf, deren Wechselwirkung einen
starken kurzreichweitigen Anteil besitzt. Das Interesse dieser Arbeit ist es, die durch
die Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung in Kernen induzierten kurzreichweitigen Kor-
relationen zu beschreiben. Die herausgearbeiteten Methoden lassen sich aber eben-
sogut auf andere physikalische Systeme, wie zum Beispiel fliissiges atomares Helium
[35] oder die abstoflenden Korrelationen zwischen den Hiillenelektronen in Atomen
iibertragen.

Dem Gedanken des Variationsansatzes (2.1) folgend wird der Versuchszustand so ge-
staltet, daf er die zur Beschreibung des Systems notwendigen Freiheitsgrade besitzt.
Im Falle eines Nukleonensystems kommen zu den schon beschriebenen Eigenschaften
des Pauliprinzips (Antisymmetrisierung des Vielteilchenzustandes), der Heisenberg-
schen Unbestimmtheitsrelation (Einteilchenzustéinde statt klassischer Teilchen) und
der Lokalisierung (Wellenpakete) jetzt noch kurzreichweitige Korrelationen, die sich in
der Unterdriickung der Vielteilchenwellenfunktion fiir kleine Relativabstdnde duflern.

Die Auswirkungen dieser kurzreichweitigen Korrelationen zeigen sich vielgestaltig.
Zum einen erlauben sie es, anstelle effektiver Nukleon—Nukleon—Wechselwirkungen
realistische Wechselwirkungen zu verwenden und so die Sdttigungseigenschaft der
Wechselwirkung richtig wiederzugeben. Diese resultiert aus einem Zusammenspiel von
Anziehung mit endlicher Reichweite und kurzreichweitiger starker Abstoflung, die
verhindert, dafl das System kollabiert. In Modellen, die Kerne durch unkorrelierte
Versuchszusténde, d.h. einzelne Slaterdeterminanten beschreiben, wird eine Séttigung
der Bindungsenergie durch spezielle Austauschmischungen des effektiven Potentials
oder dichteabhingige Terme erreicht. Auf diese Weise arbeiten sowohl das Hartree-
Fock-Verfahren, die Antisymmetrisierte Molekulardynamik [10], in der die Gogny-
Kraft Verwendung findet als auch die Fermionische Molekulardynamik, wie sie im
Kapitel 2 und in Ref. [8] dargestellt wurde.

Zum anderen duflern sich kurzreichweitige Korrelationen durch Komponenten der
Einteilchendichte bei hohen Impulsen. Diese Komponenten oberhalb der Fermikante
konnen in Elektronenstreuexperimenten gemessen werden [38]. Nur ein korrelierter
Versuchszustand ist in der Lage, die Einteilchendichten in Orts- und Impulsraum
gleichzeitig realistisch wiederzugeben; mit Hilfe einer einzelnen Slaterdeterminante
ist dies unméglich [43, 44].
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Weiterhin bewirken realistische Potentiale zusammen mit kurzreichweitigen Korre-
lationen des Versuchszustandes eine verdnderte Reaktionsdynamik in Schwerionen-
kollisionen. Aufgrund der starken kurzreichweitigen AbstoBung erfahren die einzel-
nen Nukleonen hohe Impulsiibertrdge im Verlauf der Reaktion. Modelle wie QMD
[13, 14, 15, 16, 17] oder AMD [10, 11, 12], die eine derartige Potentialstreuung nicht
beschreiben kénnen, versuchen dies durch einen Stofiterm zu simulieren, der wie ei-
ne fluktuierende Langevin-Kraft wirkt. Dieser Stofiterm kann jedoch nicht aus dem
zeitabhéngigen Variationsprinzip abgeleitet werden. Durch seine von Zufallszahlen
bestimmte Wirkungsweise konnen Korrelationen wie die a—Struktur von vier Nukleo-
nen in einem Kern ungewollt zerstort werden. Ein korrelierter Zustand, dessen Be-
wegungsgleichung aus dem zeitabhéngigen Variationsprinzip abgeleitet wird, erhé&lt
die Strukturen, die sich aufgrund der Wechselwirkung ausbilden wollen.

Das mit einer einzelnen Slaterdeterminante (2.23) beschriebene System 148t sich
vollstédndig durch die Einteilchendichte charakterisieren. Dieses System enthélt schon
wichtige Korrelationen, wie das Pauliprinzip, das eine A-Teilchenkorrelation darstellt.
Hinzu kommen langreichweitige Korrelationen, die durch die Wechselwirkung hervor-
gerufen werden und sich in der intrinsischen Deformation der Kerne und der Bildung
von Clustern ausdriicken.

Das mit einer korrelierten Slaterdeterminante beschriebene System enthélt jetzt zusétz-
lich Zwei- und Mehrteilchenkorrelationen, die sich auf der Ebene der Einteilchendichte
nicht mehr beschreiben lassen. Das heifit, der korrelierte Versuchszustand entspricht
einer Uberlagerung sehr vieler Slaterdeterminanten [42].

In der Konstruktion der Korrelatoren kénnen zwei Vorgehensweisen unterschieden
werden. Der erste und éltere Ansatz einer korrelierten Wellenfunktion ( X | ¥ ) erfolgte
durch Multiplikation der unkorrelierten Wellenfunktion (X |®) mit Jastrowschen
Korrelationsfunktionen f (|7 — &|) [32]

(X10) = 17— 2 (X |a) (4.1)
k<l
Dabei enthalten die Funktionen f die gewiinschte Korrelation, zum Beispiel unter-
driicken sie die Wellenfunktion fiir kleine Relativabstinde |¥, — 7. Mit Hilfe dieses
Ansatzes lassen sich viele Grundzustandseigenschaften, wie die Bindungsenergie, die
Einteilchendichte oder Paarverteilungen gut beschreiben (z.B. [35]).

Jedoch hat die Methode der Jastrowschen Korrelationsfunktionen einen prinzipiellen
Nachteil, die Korrelation ist nicht unitir. Die korrelierte Wellenfunktion muf} erst
noch normiert werden, wobei die Norm auch von der unkorrelierten Wellenfunktion
abhingt

PARCIFILY
~ (U[T)
Dadurch lassen sich die Korrelationen nur zusammen mit der Wellenfunktion aus-

driicken. Selbst fiir eine zustandsunabhéngige Wahl von f (|Z; — ;|) konnen die Kor-
relationen nicht auf die betrachteten Operatoren iibergewélzt werden. Dieser Nachteil

(4.2)
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wirkt sich fiir stationére Probleme nicht unmittelbar aus, fiir die Behandlung einer
Dynamik ist er aber merklich.

Der zweite und jlingere Ansatz geht davon aus, die Korrelationen auf unitdre Weise
zu beschreiben [36, 37]. Der korrelierte Zustand |W¥) ergibt sich durch Anwendung
des unitdren Korrelationsoperators C' auf den unkorrelierten Zustand |® )

w)=Cla), ClC=1. (4.3)

Der unmittelbare Vorteil eines unitiren Korrelators besteht darin, daf er nicht nur
auf Zustdnde angewandt werden kann, sondern genausogut auf Operatoren. Anstatt
den Erwartungswert eines beliebigen Operators beziiglich des korrelierten Zustandes
zu untersuchen, kann ebenso der Erwartungswert des korrelierten Operators beziiglich
des unkorrelierten Zustandes untersucht werden

(TIAT)=(2|CTAC|®) = (D] Acg | D) . (4.4)

~N NN

Obwohl der Ansatz eines unitdren Korrelators schon einige Zeit bekannt war [36, 37,
konnte er sich nicht durchsetzen, da eine explizite Form fiir C' nicht angebbar schien.
In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt, solche Korrelatoren explizit zu kon-
struieren. Die grundlegende Idee besteht darin, den Korrelationsoperator als orts-
abhéingigen Translationsoperator aufzufassen, der den Relativabstand zweier Teilchen
verschiebt. Diese Verschiebung 148t sich auch als nichtlineare Koordinatentransforma-
tion schreiben.

Da in der vorliegenden Arbeit nur Ein- und Zweiteilchenoperatoren betrachtet werden
und insbesondere die verwendete Wechselwirkung ein Zweiteilchenoperator ist, werden
Erwartungswerte von Operatoren in einer Zweiteilchennédherung berechnet.

Zu dieser Ndherung korrespondiert eine korrelierte Zweiteilchendichte, die sich durch
Anwendung des Korrelationsoperators auf die unkorrelierte Zweiteilchendichte ergibt.
Die korrelierte Einteilchendichte erhdlt man dann durch Spurbildung aus der Zwei-
teilchendichte.

Die korrelierten Ein- und Zweiteilchendichten weisen die Eigenschaften auf, die fiir
wechselwirkende Nukleonensysteme typisch sind. So zeigt die Zweiteilchendichte in
Ortsdarstellung bei kleinen Relativabstinden zusétzlich zum Austauschloch, das vom
Pauliprinzip herriihrt, ein Korrelationsloch, das zur kurzreichweitigen Abstoflung kor-
respondiert. Die Einteilchendichte spiegelt dies in der Impulsdarstellung wider. Durch
die kurzreichweitigen Korrelationen werden Impulse oberhalb der Fermikante besetzt.
Sowohl endliche Kerne als auch Kernmaterie zeigen die in Elektronenstreuexperimen-
ten gemessenen hohen Impulskomponenten.

Am Ende des Kapitels wird der Erwartungswert des Hamiltonoperators in der Zwei-
teilchenndherung berechnet und diskutiert. Es werden diejenigen Terme herausgear-
beitet, die im korrelierten System zu einer dichte- und impulsabhingigen Abstoflung
fiihren, die letztendlich die Séttigung der Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung bewirkt.
Die Bewegungsgleichungen der Parameter sind auch fiir den korrelierten Versuchszu-
stand von der allgemeinen Form (2.5), jedoch charakterisieren die Parameter jetzt
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einen neuen Zustand, der einen wesentlichen Teil der zu beschreibenden Physik, die
kurzreichweitigen Korrelationen, a priori schon enthélt.

Abschlieflend wird der Korrelator mit der Wechselwirkung in einen Zusammenhang
gestellt. Die grundsitzliche Idee besteht darin, denjenigen Korrelator auszuwihlen,
der fiir den vorgegebenen Hamiltonoperator die Energie minimiert [35]. Allerdings
gilt in der Zweiteilchenniherung nicht mehr allgemein, dafl die durch Variation erhal-
tene Grundzustandsenergie stets grofler gleich der wahren Grundzustandsenergie ist.
Deshalb muf§ der Korrelator in seiner Wirkung auf kleine Abstdnde begrenzt werden.

Da der Korrelator die Unterdriickung der Zweiteilchendichte fiir kleine Relativabstdnde
beschreibt und diese Unterdriickung &hnlich einer Randbedingung wirkt, kann er in
guter Ndherung als fiir alle Kerne gleich angesehen werden. Deshalb geniigt es, den
Korrelationsoperator an einem Kern (*He) festzulegen. Mit dem schlufiendlich ge-
fundenen Korrelator kann der Erwartungswert des Hamiltonoperators, wie er in die
Bewegungsgleichungen eingeht, angegeben werden.

4.1 Der unitdre Korrelationsoperator

Der unitdre Korrelationsoperator, der in dieser Arbeit mit C' bezeichnet wird und fiir
den

cic =1 (4.5

gilt, transformiert einen unkorrelierten Versuchszustand |®(¢)) in einen korrelierten
(realistischen) Zustand | ¥(¢))

(V@) =S [2@)) - (4.6)
Der Korrelationsoperator beschreibt die Wirkung des kurzreichweitigen Anteils der
Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung auf den Versuchszustand, die darin besteht, dafl
der Versuchszustand fiir kleine Relativabstdnde unterdriickt wird. Die Unterdriickung
wirkt &hnlich einer Randbedingung. Die abstoflenden Korrelationen sind auf ein klei-
nes Korrelationsvolumen um ein Nukleon herum beschriankt, deshalb sollte die Form
von €' auch nicht von der weiteren Umgebung, d.h. der Gréfie des Kerns, abhéngen.
Sind die Relativenergien der Nukleonen nicht zu grof§ geschieht die Unterdriickung
durch den kurzreichweitig abstolenden Teil der Wechselwirkung viel schneller als die
Anderungen durch das mittlere Feld, so daf man annehmen kann, daf der Korrelator
auch fiir Anregungsenergien von 10 — 20 MeV pro Teilchen (Fragmentationsreaktio-
nen) seine Form kaum &ndert. Die Dichte sollte allerdings nicht so grofi werden, daf
die Wahrscheinlichtkeit, ein drittes Teilchen im Korrelationsvolumen zweier anderer
zu finden, nicht mehr klein ist.

Fiir einen zustandsunabhingigen und damit auch zeitunabhédngigen Korrelationsope-
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rator kann die Schrédingergleichung folgendermafien umgeschrieben werden
. d
i [U@) = H[¥()) (4.7)

d

i £ C1B() = HC|D(0)
d

i = 10() = CHHC|8().
Wie man erkennt, entspricht die Zeitentwicklung des korrelierten Zustandes | ¥(t)),
die vom vollen Hamiltonoperator generiert wird, der Zeitentwicklung des unkorrelier-
ten Zustandes, der von einem effektiven Hamiltonoperator

Hg = C'HC (4.8)

propagiert wird.

Fiir einen zustandsunabhéngigen Korrelator iibertragt sich die Eigenschaft, dafl sich
die Zeitentwicklung der unkorrelierten Zustédnde durch einen effektiven Hamiltonope-
rator beschreiben l4a8t, auch auf die Ndherung durch das zeitabhingige Variations-
prinzip (2.1)

d

o = o [l ¢ (i% - 2) € 10w) (1.9

= o [ar (1@ i 1) - (0] Har 1Q0))

so dafl die Bewegungsgleichungen der Parameter wie folgt lauten

S A (Q) = —% (QW)| Hegr | Q1)) - (2.5")

u

Betrachtet man Kerne mit der Neutronenzahl N, der Protonenzahl Z, der Haupt-
quantenzahl n und dem Schwerpunktsimpuls K als die stationiren Eigenzustidnde
| U(N, Z.n, K )), so ist der Anteil von H, der einzelne Kerne beschreibt, in Spekt-
raldarstellung gegeben als

~

H = i | U(N, Z,n, K))E(N, Z,n, R)(U(N, Z,n,K)| ,  (4.10)

N,Zn,K

wobei E(N,Z, n, K ) die Eigenenergien sind. Aufgrund der Unitaritét des Korrela-
tionsoperators hat H g dieselben Eigenwerte bei den entsprechenden unkorrelierten
Eigenzustdnden

Hg = X [9NZn K)EN,Zn, R)@(N, 20, R)|  (411)
N,Zn,K
mit | W(N,Z,n,K))=C |®(N,ZnK)). (4.12)
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Aus der Eigenschaft (4.12) ergibt sich eine formale Moglichkeit der Konstruktion von
C. Hierbei wird der effektive Hamiltonoperator H g vorgegeben und der Korrelati-
onsoperator aus den Eigenzustdnden |WU(N,Z, n, K )) des vollen Hamiltonoperators
und den Eigenzustinden |®(N, Z n,K)) des effektiven Hamiltonoperators gebildet

C = Zf | U(N, Z,n, K) ) ®(N, Z,n,K)| . (4.13)

~J
N,Zmn,K

Dieses formale Verfahren, das in Ref. [36] an einem einfachen Beispiel demonstriert
wird, ist aber fiir die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung nicht praktikabel, da alle
Eigenzustdnde im betrachteten Anregungsbereich fiir beliebige Teilchensysteme aus
N Neutronen und Z Protonen bekannt sein miifiten.

Eine andere Moglichkeit besteht in der Konstruktion eines unitdren Korrelations-
operators, der ndherungsweise die kurzreichweitigen Korrelationen im Vielteilchenzu-
stand erzeugt. Aus diesem Korrelator und dem vollen Hamiltonoperator wird dann
der effektive Hamiltonoperator abgeleitet.

Zu diesem Zweck wird der Korrelationsoperator mit Hilfe eines hermiteschen Opera-
tors S definiert.

C=exp{-iS}, S'=8 (4.14)
Der Operator S wird im folgenden als ein Zweiteilchenoperator gewéhlt, da mit ihm
nur kurzreichweitige paarweise Korrelationen beschrieben werden sollen. Die Reich-
weite dieser Korrelationen soll dabei so klein sein, dafl Dreiteilchenkorrelationen im
Vergleich zu Zweiteilchenkorrelationen wesentlich unwahrscheinlicher sind. Ein Maf
fiir diese Wahrscheinlichkeit, ein drittes Teilchen im Korrelationsvolumen Vi zu fin-
den, ist in etwa durch die Zahl pV. gegeben (pVe < 1). Mit realistischen Werten fiir
die Dichte von 0.16fm * und das Korrelationsvolumen von 1fm?® folgt p - V¢ =~ 0.15.
Man kann also erwarten, dafi Dreiteilchenkorrelationen im Vergleich zu Zweiteilchen-
korrelationen unterdriickt sind.

Geht man vereinfachend davon aus, dafl der Operator S nicht auf Spin- und Iso-
spinfreiheitsgrade wirkt, so kann S in der Weyl-Darstellung wie folgt geschrieben
werden

S = [ d'e d'; &'y dky O(F1, 75 Ko, o) (15)
! oy s gt o Bt L Boygo oo @
X (271')6 /d3U1 d3?1,2 elkl-ulelk2-u2 gt(xl + é)gt(fl& + 52)%(372 — ?2)%(.@1 — ?1) .

Damit ist der Operator S vollstindig durch die Funktion O(Zy, 7s; El, EQ) bestimmt.
Diese Funktion muf jetzt durch physikalische Argumente spezifiziert werden.

Der kurzreichweitige Anteil der Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung kann im einfach-
sten Fall durch ein lokales abstoflendes Potential beschrieben werden. Dieses Poten-
tial wird die Wellenfunktion des Vielteilchensystems fiir kleine Relativabstdnde der
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Wellenpakete unterdriicken. Die Unterdriickung kann mit Hilfe eines ortsabhidngigen
Translationsoperators ausgedriickt werden, wobei der Operator des Relativimpulses
die Verschiebung generiert. Die Definition des Korrelationsoperators iiber die Weyl-
Darstellung hat neben der Anschaulichkeit der klassisch interpretierbaren Funktion
O(1, Ta; ki, Ez) auch den Vorteil, dal der Operator S hermitesch und damit C unitér
ist.

Da der Operator S translations-, rotations- und Galileiinvariant sein soll, kann die
Funktion O(Z, Zs; k1, ko) nur noch eine Funktion der Relativkoordinaten #1, und kjy
in drehinvarianter Kombination sein. Die Funktion O(Z1, Zs; k1, ko) wird deshalb als

S o L 7 Ty 7
O(a:l, T2, kl, kQ) = 0(1'12; km) = 8(3312) ﬁ - klg (416)

T12

angesetzt. Entsprechend der Definition von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten in
den Gleichungen (C.1) bezeichnet &5 = #; — 9 den Relativabstand und 15 = |%15]|
den Betrag dieses Vektors; /;12 = % (/;1 - Ez) bezeichnet den Relativimpuls. Die
Verschiebungsfunktion s(x15) beschreibt, wie weit als Funktion von 15 verschoben

werden soll.

Betrachtet man einen antisymmetrischen Zweiteilchenzustand | ¢; ¢9 ), so ergibt sich
die Wirkung des Korrelators auf diesen Zustand als

(1 72| C o1 9) = (T1 7] exp{—iS} [d1 ¢2) (4.17)
N 1 85 $12 S(.Tu) 0 o5 5
= €exp { B 921, o1 s(x12) EP }(551 Ty |1 ¢2) -

4.1.1 Die Wirkung des unitdren Korrelationsoperators

Um die Wirkung des unitdren Korrelationsoperators genauer studieren zu konnen,
bezeichne (#|¢) in diesem Abschnitt die Relativwellenfunktion eines Zweiteilchen-
zustandes und ¥ die zugehorige Relativkoordinate.

Wie schon in Gleichung (4.17) angedeutet wurde, bewirkt der unitire Korrelations-
operator, wie er mittels (4.16) definiert wurde, eine radiale ortsabhéngige Verschie-
bung in der Relativkoordinate, die in der folgenden Form dargestellt werden kann

@gle) = ew{-1vw-2oswllow.  w

wobei die aufgefiihrten Abkiirzungen verwendet werden

ds(x)
oz

o(@) = (T[¢), §'(z)= s(r)eR, w=Ii]. (4.19)
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Zu dieser Darstellung gibt es niitzliche dquivalente Darstellungen

(#1¢1o) = ew{-3s@- Ll bow )

- Ly {_% () — s(x) - } v §(7)

- - Jlﬁ exp{_s(@%}xm o(7) |

die sich durch Ausnutzung der Folgendefinition der Exponentialfunktion ineinander
umwandeln lassen. Im Anhang wird dies an einem Beispiel (C.2) demonstriert.

Die Darstellung des hermitesch adjungierten Operators C T erh#lt man aus

(AC1o) = [er@ }on]-] s - sy

dax
B S S e

= (W)
als
(21" 16y =3 o {3 50+ sta) 5 | o 0@ (422

Somit kann man sagen, dafl sich der hermitesch adjungierte Korrelationsoperator
ergibt, wenn die Funktion s(z) in ihr Negatives umgewandelt wird

C=Cf = s(x) = —s(z) . (4.23)

4.1.2 Korrelatoren als Koordinatentransformationen

Der unitédre Korrelationsoperator C' verschiebt in Abhéngigkeit von einer vorgegebe-
nen Funktion s(x) radial. Diese ortsabhéingige Verschiebung kann analytisch verein-
facht behandelt werden, wenn man die betrachteten ortsabhingigen Funktionen einer
im allgemeinen nichtlinearen Korrdinatentransformation unterzieht.

Die Idee der Transformation besteht darin, eine Koordinate y = Y (x) zu konstru-
ieren, in der der Korrelator nicht der Funktion s(x) entsprechend, sondern um eine
Konstante — 1 — verschiebt. Fiir die Koordinatentransformation x — y soll gelten
0 0
s(x)=— = — .
( )833 dy

Damit ergeben sich die Koordinatentransformation y = Y () und ihre Riicktransfor-
mation x = R(y) zu

(4.24)

x R
Y(x)=/ %, y=/ (y)j—t. (4.25)
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Dabei kann die feste untere Grenze der Integrale im Rahmen der Existenz des Integrals
frei gewdhlt werden.

Eine beliebige korrelierte Wellenfunktion (| C' | ¢ ), die von der Relativkoordinate &
abhéngt, 1a8t sich nun durch die neue Koordinate R(Y (z) — 1) ausdriicken.

(Z1C o) (4.26)

-1 exp{—s(x)% } /5(x) 6(2)

xy/s(x)

- 1s(R(y)) o { } ) Vs(R) ¢ ( )

R(y)

1
— y—1)/s(R(y — 1)) ~1)) ©(R(y—1
R(y) \/s(R(y)) ¢( W ) ( W ))

(M

— o(r(r(x) - 1)) PO =D [S(R(i((”;)) - 1))] 6 (% R(Y (z) - 1))

Die Thetafunktion dient hierbei dazu, den unphysikalischen Bereich |Z| < 0 abzu-
schneiden. Man stelle sich dazu den Vektor Z in Kugelkoordinaten (z, 6, ¢) vor. Da
der Korrelationsoperator eine Translation in radialer Richtung bewirkt, muf} fiir eine
allgemeine Funktion s(z) dafiir Sorge getragen werden, daf keine Beitrige aus dem
Bereich negativer |Z| in den erlaubten Definitionsbereich geschoben werden. Genau
dies wird durch die Thetafunktion sichergestellt.

Auch Matrixelemente des Potentials konnen in den neuen Koordinaten dargestellt
werden. Dazu wird zuerst die Ortsdarstellung eines korrelierten lokalen Potentials
betrachtet.

(1Y Clé) .
1 o ! 5 )
=T exp {S(x)ﬂ } xy/s(x) V(x) o) exp{_s(x)ﬂ } 2/5(@) 8(2)
1 B)
= ex - V R R _ 1 S R . 1
R(y) /s(R(y)) p{ay } (R(y)) R(y = 1) /s(R(y — 1))

R(y) \/s(R(y))
=V(R(Y(x)+1)) ¢(¥), da x=R(y)> 0

Ein beliebiges Matrixelement des korrelierten Potentials lautet also einfach

(AICTY Clo) = [daX(@ VR (2)+1) 6(7) - (4.28)
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An dieser Stelle kann man schon eine wichtige Eigenschaft des unitédren Korrelations-
operators erkennen. Um den Erwartungswert des Potentials zu berechnen, ist es nicht
notig, die korrelierten Zustéinde zu kennen. Der Erwartungswert ergibt sich einfach
mit den unkorrelierten Zustdnden, dafiir mufl das Potential lediglich an der verscho-
benen Stelle R(Y (x) + 1) betrachtet werden.

Es sind also zur Berechnung korrelierter Wellenfunktionen oder korrelierter Potentiale
allein die beiden Funktionen R(Y(x) — 1) und R(Y (z) + 1) notig. Diese sollen mit
R_(z) und R, (z) abgekiirzt werden und und folgen mit (4.25) aus

/R_(x) A /R+(x) A (4.29)

x sty x s(t)

Die Koordinatentransformationen R_(x) und R, (z) weisen folgende mathematische
Eigenschaften auf:
1. Da es sich bei den Transformationen R; und R_ um Hin- und Riicktransfor-
mation handelt, sind sie zueinander invers:
R.(R_(z)) = =z (4.30)

2. Differenziert man diese Identitét, so sieht man, dafl sich die Ableitungen nach
dem jeweiligen Argument zueinander reziprok verhalten:

o] .
R (r)= @) wobei (4.31)
R,(r) = % Ri(r), R.(2) = j—x R.(z), =R, (r)und r = R_(2)

In den folgenden Ausfithrungen sollen die Argumente der Transformationen
R_() mit z und die von R, () mit r bezeichnet werden, da sie zu unterschiedli-
chen Koordinatensystemen gehoren.

3. Der Zusammenhang von s(r) mit der Funktion R, (r) 148t sich u.a. durch fol-
gende Gleichung ausdriicken:

Ry () = ) (4.32)

4. Bei der Berechnung von Erwartungswerten erweisen sich Transformationen zwi-
schen 7 und = unter dem Integral als sehr hilfreich. Dabei gilt:

z 7
- = - 4.33
2 (433
2
Bz = <R+T(7")> R, (r),
o _ 1o
ox  Ry(r)or’
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9 _ (9 5o __r 9o (L __r \I9o
i \oz ') 9F  Ri(r) 0F  \RL(r) Ri(r) roT (4

5. Méchte man den Korrelator nicht durch die Funktion s(z), sondern direkt durch
die Transformation R, (r) definieren, was von Vorteil ist, da die Integrale (4.29)
im allgemeinen nicht in geschlossener Form angebbar sind, so miissen an die
Transformation R, (r) weitere Forderungen gestellt werden.

Damit die Umkehrfunktion eindeutig ist, muff R, (r) streng monoton sein.

57 Ry(r) > 0; Vr >0 (4.35)

6. Fiir grofe Absténde geht eine physikalisch sinnvolle Transformation R, (r) in r
iiber, d.h., sie besitzt eine endliche Abklinglénge

Im R (r) = 7. (4.36)

Die Sperzifizierung des unitéren Korrelationsoperators durch die Koordinatentransfor-

mation R, (r) hat den Vorteil, dafl die Wirkung des Korrelators unmittelbar gegeben

ist. Ein durch die Transformation R, (r) gegebener Korrelator 148t insbesondere sofort
erkennen, auf welche Weise das Potential transformiert wird.

(61 C"Y Clo) = /d37" ¢*(7) V(R1(r)) ¢(7) (4.37)
Aber auch die korrelierte Wellenfunktion
R N R_(x)\R.(x) (%
(#1gle) = o(rw) — " s (TR@) 3
kann mit (4.30) — (4.35) unmittelbar durch R, (r) ausgedriickt werden als
(F1C18) = O() ———x 6(7) .

Ry (r)y/ R (7)

Die kinetische Energie der Relativbewegung lautet fiir radialsymmetrische Wellen-
funktionen (Z| ¢ ) = ¢(z)

0

= 6(r) (439)

t mwr T
(| C'T Cl¢)= /4 d{ A

1 LRI 5(Rim)\ L RLU)
FREOY |2 B 4(R'+<r>) 2y | 9 }

Dabei bezeichnen R (r) und R'/(r) die zweite und dritte Ableitung der Transforma-
tion R, (r) nach dem Argument.
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Fiir allgemeine Relativwellenfunktionen ergibt sich die kinetische Energie zu

(o1 C'T Clo) (4.40)
1 0 N 90 .
:ﬂ/d% <%, ®T>ﬁ¢(?”)

L e L |LRIG) s (RUON ) RI)
# a0 ] O G |2 4(R'+<r>> PR

Aus den Gleichungen (4.39) und (4.40) kann man entnehmen, dafl der Erwartungswert
der kinetischen Energie beziiglich der korrelierten Zusténde in zwei Teile zerfillt. Der
erste Teil entspricht einer kinetischen Energie mit einem abstandsabhidngigen Tensor
fiir die reduzierte Masse zweier Teilchen. Die Tensorstruktur ist durch (% ® F’) her-
vorgerufen und bedeutet, daf§ die radiale kinetische Relativenergie eine andere Masse
besitzt als die relative Zentrifugalenergie. Der zweite Term entspricht dem Erwar-
tungswert eines lokalen Zweiteilchenpotentials. In Abschnitt 4.3 wird darauf noch
ndher eingegangen.

Im folgenden soll die Wirkungsweise des unitdren Korrelationsoperators an grundle-
genden Beispielen verdeutlicht werden.

4.1.3 Beispiele fiir Korrelatoren

Da der unitire Korrelator als eine ortsabhidngige Verschiebung im Radialteil der Rela-
tivkoordinate wirkt, liegt es nahe, zuerst eine nicht vom Ort abhéngige, also konstante
Verschiebung s(x) = « zu betrachten. Dieser Korrelator, er soll schematischer Korre-
lator heiflen, hat entsprechend dem allgemeinen Ansatz (4.18) die folgende Form

(F1C19) = lexp{—a%}mw (1.41)

X

Um dieses und die folgenden Beispiele einfach und instruktiv zu halten, sei der Zu-

stand | ¢ ) radialsymmetrisch, d.h., er hingt nur vom Betrag = = |Z| der Relativko-
ordinate ab, (Z|¢) = ¢(x).

Als Transformation ergibt sich einfach eine Verschiebung des Arguments um «, fiir
R, (r) um +a, fir R_(z) um —«

R.(r)y=r4+a, R_(z)=z—-«. (4.42)

Die Abbildung 4.1 zeigt im linken Teil die Funktionen R, (z) als fette durchgezogene
Linie, s(x) als diinne durchgezogene Linie und als unterbrochene Linie die Funktion
f(x) = x zur Referenz.
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Abbildung 4.1: Beispiel 1: Wirkung des schematischen Korrelationsoperators
(4.41) auf die homogene kugelsymmetrische Wellenfunktion (#| ¢ ) = ©(z—4a),
Ri(r)=r+a,s(z)=o

Auf der rechten Seite von Abb. 4.1 ist dargestellt, wie der schematische Korrelator
auf eine homogene kugelsymmetrische Wellenfunktion ©(z —4a) wirkt. Man erkennt,
daBl er zum einen die gesamte Wellenfunktion um die Konstante o radial nach auflen
verschiebt, zum anderen aber auch deformiert

(21¢16) = tesn{-ag- ba(els) (1.43
R (z2)y/R_(z
- o(r-() TN 5 o)

¢(z—a).

Der Term (z — a)/x bewirkt eine Deformation der Wellenfunktion gerade so, daf§ die
Wirkungsweise des Korrelators unitdr ist. Damit bleibt die Norm erhalten:

[ @261 aNaIClo) = [arataro(e—a) (222 ol a)P

X

= /47r (x — ) dzx @(x — oz) ¢ (z—a)* (4.44)
= /47r r? dr @(T‘) |6 (r)|? q.e.d.

Der schematische Korrelator ist natiirlich besonders einfach. Da die durch ihn be-
wirkte Verschiebung in der Radialkoordinate nicht von dieser abhéngt, hat er eine
unendliche Abklingldnge. Dies entspricht nicht der Zielsetzung, mit dem Korrelator
kurzreichweitige Korrelationen in Kernen zu beschreiben, aber dieser Korrelator be-
schreibt zum Beispiel die an einer harten Kugel mit dem Radius « gestreute S—Welle
korrekt. Diese Streuwelle ist gerade durch eine konstante Verschiebung des Argumen-
tes gekennzeichnet

Ui—o(z) = O(z — )

-«

= @(a}—a)x

r—a Gr—o(z —a) = O(x — a)% sin(fkz —ka) .

(4.45)
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¢1—o() bezeichnet hier die ungestorte Losung

sin(k z)
P

bi=o(7) =

Um eine Vorstellung von der prinzipiellen Gestalt eines Korrelators zu bekommen, ist
es hilfreich, den Zusammenhang (4.29) zwischen der Verschiebungsfunktion s(z) und
der Transformation R, (r) zu untersuchen

(4.46)

Ri(r) at

— =41 4.29

/1" s(t) ( )

Nimmt man an, daf§ die Funktion s(¢) zwischen r und R, (r) nur schwach variiert,

d.h. §'(r) < 1, so kann man das Integral durch (R, (r) — r) und s(r) approximieren
und erhélt

R.(r)—r
s(r)

Dies zeigt, da8 s(r) ndherungsweise die Lénge ist, um die zwei Teilchen, im Abstand
r, auseinandergeschoben werden. Fiir den schematischen Korrelator ist diese Bezie-
hung schon korrekt, da s'(r) = 0. Fiir ortsabhéingige Korrelatoren gibt die gefundene
Relation einen Hinweis, wie der Korrelator zu wihlen ist, damit er bestimmte Anforde-
rungen erfiillt. Ein kurzreichweitiger Korrelator ist durch eine Verschiebungsfunktion
s(r) gekennzeichnet, die nur fiir kleine r von Null verschieden ist. Dann gibt der linea-
re Term in Gleichung (4.47) schon das asymptotische Verhalten fiir grofie Abstédnde
wieder.

~1, oder Ri(r)~r+s(r). (4.47)

Die folgenden drei Korrelatoren besitzen eine endliche Abklingldnge und sind deshalb
realistischer als der schematische Korrelator, um kurzreichweitige Korrelationen zu
beschreiben. Sie unterscheiden sich im wesentlichen durch ihr Verhalten fiir kleine
Absténde.
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Abbildung 4.2: Beispiel 2: Wirkung der Kooodinatentransformation (4.48)
auf die homogene kugelsymmetrische Wellenfunktion (Z|¢) = ©(x — 4fm),

Ri(r)=r+a (%) exp {—%}, a = 1.0fm, § = 0.5fm.
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Der erste dieser Korrelatoren driickt die Relativwellenfunktion fiir kleine Abstédnde
auf einen endlichen Wert und nicht auf Null. Dies kann durch den folgenden Ansatz
fiir Ry (r) erreicht werden

r r
R.(r)=r+a |- exp{——} , 4.48
() =rta (§)ew - (4.49
der die Eigenschaft besitzt, daf§ die Ableitung bei r = 0 endlich ist (siehe (4.38)).

Die zugehorigen Funktionen s(z) und R_(x) konnen fiir diese Transformation nicht
mehr in geschlossener Form bestimmt werden, sie sind, da sich alle Erwartunswerte
mit R, (r) allein ausdriicken lassen, auch nicht nétig. Abbildung 4.2 zeigt auf der
linken Seite die Transformation R, (r) (dicke Linie) und die durch numerische Inte-
gration bestimmte Funktion s(x) (diinne Linie). Rechts sind wieder die homogene
kugelsymmetrische Wellenfunktion ©(x — 4fm) und die durch Korrelation aus ihr
hervorgegangene Wellenfunktion dargestellt.

Wie auch schon der Transformation (4.48) anzusehen war, besitzt dieser Korrelator
eine endliche Abklinglinge, die mit dem Parameter  zusammenhingt. Uber den
Parameter o kann der Grad der Unterdriickung bei Null gewéhlt werden. o gibt bei
diesem Korrelator auflerdem in etwa die Grofle des Korrelationsloches bei halbem
Maximalwert wieder.
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Abbildung 4.3: Beispiel 3: Wirkung der Kooodinatentransformation (4.49)
auf die homogene kugelsymmetrische Wellenfunktion (#|¢) = ©(z — 4fm),

1/n
R (r)=r+a«a (%) / exp{—%}, n = 3,a = 1.58fm, § = 0.5fm.
Der folgende Korrelator, der durch die Transformation
r\" r
R+(7’)=T+a<—> exp{——} , n>1 (4.49)
Y Y
definiert ist, zeichnet sich durch einen unendlichen Anstieg der Transformation bei

Null aus. Dadurch wird die Wellenfunktion bei Null vollstdndig unterdriickt. Dieses
Verhalten ist in Abb. 4.3 dargestellt.

71



L&Bt man den Parameter n der Transformation R (r) sehr grofi werden, so erhélt man
im Grenzfall einen Korrelator, der wie der schematische Korrelator ein endliches Loch
in der Wellenfunktion schafft. Dieser Korrelator 148t sich durch eine Transformation
der folgenden Art darstellen

R+(T):T+Ozexp{—%} ; a<f. (4.50)
Der Parameter o hat auch hier die Bedeutung der Grofle des Korrelationsloches. 3
gibt wiederum an, wie schnell die Korrelation nach auflen abfillt. In Abbildung 4.4
ist die Wirkung dieses letzten Beispielkorrelators demonstriert.
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Abbildung 4.4: Beispiel 4: Wirkung der Kooodinatentransformation (4.50)
auf die homogene kugelsymmetrische Wellenfunktion (Z|¢) = ©(x — 4fm),

Ry(r)y=r —I—aexp{—%}, a = 1.0fm, § = 0.5fm

Die dargestellten Beispiele unterscheiden sich insbesondere durch ihr Verhalten fiir
kleine Abstdnde. Aus physikalischer Sicht heifit dies, dafl sie zu unterschiedlichen
Wechselwirkungen gehéren. So erwartet man, dafl der zuletzt vorgestellte Korrela-
tor (4.50) die Unterdriickung der Wellenfunktion durch ein unendliches abstoflendes
Potential endlicher Reichweite am besten beschreibt, wdhrend die beiden anderen
Korrelatoren (4.48 und 4.49) eher zu Potentialen gehoren, die die Wellenfunktion in
der Umgebung des Ursprungs nicht ganz unterdriicken.

Wie der Zusammenhang zwischen einer Wechselwirkung und dem Korrelator herge-
stellt werden kann, wird im Abschnitt 4.3 erldutert.

4.2 Clusterentwicklung und Zweiteilchenndherung

Nachdem im letzten Abschnitt grundlegende Korrelatoren und ihre Wirkungsweise
vorgestellt wurden, soll an dieser Stelle diskutiert werden, wie sich Erwartungswerte
von Ein- und Zweiteilchenoperatoren in Ndherungen berechnen lassen.
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Zu diesem Zweck wird ein beliebiger Operator O betrachtet. Sein Erwartungswert
beziiglich des korrelierten Versuchszustandes | U ) entspricht dem Erwartungswert des
effektiven Operators Oug¢ = CTO C beziiglich des unkorrelierten Versuchszustandes
@)

(V|0|¥)=(2|ClOC |D). (4.51)

~N NN

Da der unitdre Korrelationsoperator C durch Exponenzieren eines Zweiteilchenope-
rators S gebildet wird, enthélt er selbst alle méglichen Vielteilchenoperatoren

1
C = exp{-iS}, §:§ S (K| s |mn)alala,a,, . (4.52)

~J
k,lmmn

Dies iibertréagt sich auf den effektiven Operator O, dessen Terme formal nach wach-
sender Teilchenzahl geordnet werden kénnen

Q=3 O (4.53)
n=0

Qg}% bezeichnet dabei den Teil von O, der ein n-Teilchenoperator ist. Er ist wie
folgt rekursiv definiert

n 1 - om
Q=1 X (kuoohal Qe — X O b bl gl o

i, (4.54)
wobei
Qé-lf% = k; (K1| Qeft — Qgic)f |l )Q;Tglﬁll (4.55)
1.l
den Einteilchenanteil beschreibt.
Ol =(01 Qe 10) = (0]Q 0) (4.56)

gibt den Vakuumerwartungswert wieder.

Es gilt dabei ganz allgemein, dafi der effektive Operator, der zu einem m-Teilchenoperator
gehort, Operatoren zu allen Teilchenzahlen grofler gleich m enthélt.

Der Erwartungswert des Operators O beziiglich des korrelierten A-Teilchenzustandes
| U) 148t sich nun als Summe von Spuren iiber irreduzible n-Teilchenoperatoren schrei-
ben

A
(T[]0 |¥) =13 Sp(Q%et) . (4.57)

n=0

P g”) sind die zum unkorrelierten Versuchszustand gehoérenden n-Teilchendichten.
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Eine Entwicklung, die nach einer bestimmten Teilchenzahl abbricht, nennt man Clu-
sterentwicklung. Die Bedingung des Abbruchs ergibt sich daraus, ob man einerseits
die notwendigen Terme mitgenommen hat und ob man andererseits annehmen kann,
daf die folgenden Terme klein gegen den letzten beriicksichtigten sind.

Da in dieser Arbeit eine Zweiteilchenwechselwirkung Verwendung findet, muf} die Ent-
wicklung des effektiven Hamiltonoperators CTH C wenigstens bis zum Zweiteilchen-
term laufen. Andererseits sollen die untersuchten Korrelationen kurzreichweitig und
die betrachteten Dichten klein sein, so dafi schon der Dreiteilchenterm vernachléssigt
werden kann. Um letzteres abzuschétzen, eignet sich das Quadrat der Differenz aus
korrelierter und unkorrelierter konstanter Wellenfunktion als Maf. Integriert man
iiber diesen Ausdruck, erhélt man das sogenannte Korrelationsvolumen. Es entspricht
dem durch das abstolende Potential unbesetzte Volumen.

Yo —/d3x -1 B R_(z)\/R_(z)

X

2

(4.58)

- 2
Iy
r
Multipliziert man dieses Volumen mit einer typischen Dichte wie der Dichte von Kern-
materie (po = 0.16fm '), so erhilt man einen dimensionslosen Kleinheitsparameter
(pVe), der die Wahrscheinlichkeit abschétzt, ein drittes Teilchen im Korrelationsbe-
reich zweier Teilchen zu finden. (pV¢) ist damit auch ein Ma8 fiir die Kleinheit hoherer
Korrelationen.

Fiir den in Gleichung 4.49 vorgestellten Korrelator

R.(r)=7+a (%) % exp {—%} (4.49)

mit den Parametern a@ = 0.76fm, 3 = 0.73fm, die auch in spdteren Rechnungen
verwendet werden, erhdlt man pVe ~ 0.15. Damit scheint es gerechtfertigt, Drei-
teilchenkorrelationen zu vernachléssigen und alle Erwartungswerte in einer Zweiteil-
chenndherung zu bestimmen. Fiir Dichten, die die Séttigungsdichte um ein Vielfaches
iibersteigen, ist diese Ndherung sicher nicht ausreichend.

In der Zweiteilchenndherung lauten die Erwartungswerte von Ein- und Zweiteilchen-
operatoren wie folgt. Nach Gleichung (4.57) setzt sich der Erwartungswert eines Ein-
teilchenoperators aus zwei Anteilen zusammen

2
(L) =3 so(Lipes”) =so(L 287) +sp({C'T ¢~ T} 2)
n=0

(4.59)

Die Spurbildung im ersten Term berticksichtigt den echten Einteilchenanteil z(elﬂ)?, der
gleich dem unkorrelierten Einteilchenoperator T ist, die Spur im zweiten Term den
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echten Zweiteilchenanteil von T .g. Der in der ersten Spur schon beriicksichtigte Ein-
teilchenanteil ist in der zweiten Spur abgezogen. Alle Operatoren hoherer Teilchenzahl
tragen in der Zweiteilchenndherung nicht bei.

Der Erwartungswert eines Zweiteilchenoperators besteht in der Zweiteilchenndherung
nur aus einem Term

(v) =sp(CLCed), (4.60)

der den echten Zweiteilchenanteil ZS& enthélt.

Die letzte Formel ermoglicht auch den Ubergang zu korrelierten Ein- und Zweiteil-
chendichten, an denen sich wichtige Auswirkungen der Korrelationen ablesen lassen.
In der Formel (4.60) 1a8t sich der Korrelationsoperator auf die Zweiteilchendichte
iiberwilzen und es gilt

(V) =sp(C C o) =sp(¥ ¢ 287¢) =sp(¥ £ -
(4.60")

Das heifit, die korrelierte Zweiteilchendichte P (2) ergibt, sich in Zweiteilchenniherung
als

p@=c pct. (4.61)

Die korrelierte Einteilchendichte p (M) folgt dann durch Reduktion aus der Zweiteil-
chendichte.

Schon bei der Beschrédnkung auf die Zweiteilchenclusterndherung ergeben sich star-
ke qualitative Unterschiede zu Modellen, die als Versuchszustand eine einzelne Sla-
terdeterminante verwenden, wie das Hartree—Fock—Verfahren oder die Fermionische
Molekulardynamik, wie sie im Kapitel 2 und in Ref. [8] diskutiert wurde. Fiir eine ein-
zelne Slaterdeterminante ist die Zweiteilchendichte das antisymmetrische Kronecker-
produkt der Einteilchendichte mit sich selbst. Die korrelierte Zweiteilchendichte ist
jedoch nicht mehr aus einer Einteilchendichte ableitbar, sie enthélt Korrelationen, die
iiber das Einteilchenniveau hinausgehen.

Am Beispiel der Ein- und Zweiteilchendichten des *He—Kernes und von Kernmaterie
wird in diesem Abschnitt demonstriert, wie sich diese Korrelationen zeigen.

4.2.1 Unkorrelierte Dichten

Zur Wiederholung seien an dieser Stelle die Einteilchen- und Zweiteilchendichten an-
gegeben, die zu einem unkorrelierten Versuchszustand der Fermionischen Moleku-
lardynamik gehéren und die in den Gleichungen (2.27) und (2.30) beschrieben wur-
den.
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Der unkorrelierte Einteilchendichteoperator lautet

A
1) Z ‘QZ Olkz Qk ) (2-271)

k.l

seine Ortsdarstellung

A
(2| p 12 =3 (7 |a)Oulgn| ") (4.62)
l

s

ist selbst noch ein Operator im Spin- und Isospinraum. Um die Einteilchendichte im
Ortsraum zu erhalten, mufl noch iiber Spins und Isospins summiert werden. Dazu sei
die folgende Nomenklatur eingefiihrt. Das Matrixelement der Dichte beziiglich Ort,
Spin und Isospin sei mit

A
(Fmome| p§ | Zmimy) =3 (Fmam |@)Oulge| @ m,m; )
Kl (4.63)
bezeichnet, die Einteilchendichte im Ortsraum ergibt sich dann als
oV (@) = 3 (Fmemy | p5) [ Zmem,) (4.64)
ms,mg
Die Spur iiber den Einteilchendichteoperator fithrt auf die Teilchenzahl
) A
Sp(£8)) =3 (ala)Oun = A . (4.65)

k,l

Fiir eine einzelne Slaterdeterminante ergibt sich der unkorrelierte Zweiteilchendichte-
operator aus dem Einteilchendichteoperator

1 A
k,Immn

4.2.2 Korrelierte Dichten

Entsprechend der Uberlegungen zum Erwartungswert eines Zweiteilchenoperators
(siehe (4.61)) erhélt man die korrelierte Zweiteilchendichte durch Anwendung des
Korrelationsoperators auf die unkorrelierte Zweiteilchendichte.

Sie lautet damit

0 =Cp ¢l =

~YJ

A

l\Dl'—‘

(4.66)
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Die korrelierte Einteilchendichte 148t sich durch Spurbildung aus der Zweiteilchendich-
te berechnen. Dies kann z.B. durch Integration einer Ortskoordinate und Spurbildung
iiber die Spin- und Isospinfreiheitsgrade geschehen.

(Zmsme| pO |2 mlm}) (4.67)

2 - - —
5 /d3$2 > (Fmamy Eymagme | 0P | F mlmy; Ty me my )

Ms2,MMt2

(A

Die sich ergebende Einteilchendichte stimmt nicht mit der unkorrelierten iiberein,
die ein Projektor ist und folglich die Besetzungszahlen Null oder Eins enthé&lt. Die
korrelierte Einteilchendichte hingegen enthélt gebrochene Besetzungszahlen.

4.2.3 Korrelierte Dichten fiir *He

Das einfachste Beispiel, die Wirkungsweise des unitiren Korrelationsoperators in der
Zweiteilchenndherung zu demonstrieren, ist das a—Teilchen.

Das a—Teilchen wird ohne Korrelationen durch vier Wellenpakete beschrieben, die
im Phasenraum deckungsgleich sind, d.h., sie besitzen den gleichen mittleren Ort,
den gleichen mittleren Impuls und die gleiche Breite [8]. Dieser unkorrelierte Ver-
suchszustand wird im folgenden als Ausgangspunkt zur Konstruktion der korrelierten
Zweiteilchendichte verwendet. Die vier Nukleonen unterscheiden sich in ihren Spin—
und Isospinkomponenten und verhalten sich deshalb wie unterscheidbare Teilchen.

Da aus diesem Grund die Uberlappmatrix diagonal wird

Oki
<Qk|Qk> ’

O (4.68)

lautet die iiber Spin und Isospin summierte korrelierte Zweiteilchendichte (4.66)

- — -'- - —
@O = 2y A0 Clgq)(qql CF | TsT)
p ‘/L"x’x7:'[" - 6 . 4.69

(T1, 253 s, 74) (¢qlqq) (469)

Die Einteilchenzusténde |g¢) sind jetzt nur noch durch die Breite a charakterisiert
2

(f\q>=e><p{—;—} : (4.70)

a
Spin- und Isospinfreiheitsgrade sind in der Summation aufgegangen.

Da das a—Teilchen die oben beschriebene Rotationssymmetrie aufweist, kénnen die
Einteilchendichten in Orts— und Impulsraum relativ einfach aus der Zweiteilchendichte
gewonnen werden. Sowohl die Schwerpunkts- als auch die Relativwellenfunktion sind
in den in (C.1) angegebenen Schwerpunkts- und Relativkoordinaten gaufiférmig

. X3, 7,
(931 To | q1 QZ> = <X12 | (ISp><f12 | qre1> = exp _T €xp {_H} . (4-71)
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Damit lautet die Einteilchendichte im Ortsraum

R T
(4.72)
p{_2_} Re)R @) {_(&@»2}} -

T
im Impulsraum ergibt sich der folgende Ausdruck

2 2 o0
pV(k) = “k“ exp{ - 2ak2} /O dk; K [exp {4akk1} - exp{ - 4akk1}]

(4.73)

2
(gqlaq)’

xexp{ —Qakf} ‘(Eﬂ C [ drer )

Zur Berechnung der Impulsdarstellung der Einteilchedichte wird noch die Impulsdar-
stellung der korrelierten Relativwellenfunktion (&1 | C |¢.e ) bendtigt. Sie kann mit
Hilfe der Transformation R_(x) angegeben werden

- . R _(z)/R (x z))?2
(B G 0 = oy [ @rep-ifi - o LI 42y

(27)3 4a

und ist ebenfalls rotationssymmetrisch. Die Einteilchendichte ist auf die Teilchenzahl
normiert

47 /Oo de 22pW(z)=A und 4« /oo dk K2 pW (k) = A . (4.75)
0 0

In Abbildung 4.5 sind die Eigenschaften der korrelierten Dichten anhand der Zwei-
teilchendichte in Ortsdarstellung und der Einteilchendichte in Impulsdarstellung ver-

deutlicht. Dazu wurde als Beispiel der Korrelator untersucht, der zur Transformation
(4.48) gehort

T T

R =rea (D)o 1) o

Dieser Korrelator zeichnet sich durch zwei Parameter aus, von denen der erste, «, die
Unterdriickung der Relativwellenfunktion bei Null bestimmt und der zweite, 3, mit
der Reichweite der Korrelation zusammenhéngt.
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Abbildung 4.5: Unkorrelierte (unterbrochene Linie) und korrelierte Dichten
(durchgezogene Linien) von *He fiir verschiedene Parametersitze, auf der linken
Seite die Zweiteilchendichten in Ortsdarstellung, auf der rechten die Einteilchen-
dichten im Impulsraum verglichen mit experimentellen Daten aus Ref. [38]. Zur
nidheren Erlduterung siehe Text.

In der Abbildung 4.5 sind die unkorrelierten Dichten durch eine unterbrochene Linie
und die korrelierten Dichten fiir zwei verschiedene Parametersidtze durch durchgezoge-
ne Linien dargstellt. Dabei gehort die diinne Linie zu den Parametern o = 0.96fm, § =
0.32fm und die fette Linie zu den Parametern o = 1.89fm, # = 0.7fm.

Die linke Seite zeigt die Zweiteilchendichte im Ortsraum als Funktion der Relativ-
koordinate und bei Null festgehaltenem Schwerpunkt. Unkorreliert erweist sich die
Dichte wiederum als gauBformig. Durch die Korrelation wird sie jedoch fiir kleine
Relativabstédnde unterdriickt. Die Grofle des Korrelationslochs entspricht etwa o an
der Stelle, an der die Dichte den Maximalwert erreicht.

Die rechte Seite stellt die Einteilchendichte im Impulsraum dar. Fiir kleine Impulse
behélt auch die korrelierte Dichte in etwa die Gaufiform, wie sie durch die unkorrelierte
Dichte gegeben ist, allerdings minimal abgesenkt. Fiir hohe Impulse ergeben sich Be-
setzungszahlen, die in der unkorrelierten Dichte nicht vorhanden waren. Sie sind eine
direkte Folge des Korrelationsloches der Zweiteilchendichte. Wie man erkennt, kommt
die durch die fette Linie wiedergegebene Korrelation den experimentellen Daten [38]
sehr nahe. Das zeigt, da} die Zweiteilchenndherung der Dichte einen geeigneten An-
satz darstellt, die Besetzungszahlen grofler Impulse zu beschreiben. Ein realistischerer
Korrelator wiirde allerdings nicht nur aus einem Zentralterm bestehen, sondern hitte
die Struktur der Wechselwirkung und wiirde z.B. auch Tensorterme enthalten [35].

Im Gegensatz zur Impulsdarstellung zeigen sich die kurzreichweitigen Korrelationen
in der Ortsraumdichte fiir kleine x. Abbildung 4.6 stellt wiederum die unkorrelierten
und die mit den beiden Parametersidtzen berechneten korrelierten Ein- und Zweiteil-
chendichten im Ortsraum dar.
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Abbildung 4.6: Unkorrelierte (unterbrochene Linie) und korrelierte Dichten
(durchgezogene Linien) von *He fiir verschiedene Parametersitze, auf der linken
Seite die Zweiteilchendichte in Ortsdarstellung, auf der rechten die Einteilchen-
dichten im Ortsraum. Zur ndheren Erliuterung siehe Text.

Anhand der Graphen kann man erkennen, dafl die korrelierte Einteilchendichte im
Ortsraum fiir das kleinere Korrelationsloch um weniger als ein Zehntel fiir kleine x
abgesenkt ist, fiir das etwa doppelt so grofle Korrelationsloch um ein Fiinftel.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl sich kurzreichweitige Korrelationen in den
Dichten u. a. an folgenden Stellen zeigen. Die Zweiteilchendichte weist im Ortsraum
ein Korrelationsloch auf, dieses spiegelt sich in der Besetzung hoher Komponenten der
Einteilchendichte in Impulsdarstellung wider. Im Ortsraum ist die korrelierte Einteil-
chendichte im Vergleich zur unkorrelierten abgeflacht.

4.2.4 Korrelierte Dichten fiir Kernmaterie

Als zweites Beispielsystem soll jetzt Kernmaterie betrachtet werden. Wie schon beim
a—Teilchen kénnen auch hier viele Symmetrien ausgenutzt werden. Kernmaterie ist
homogen und isotrop, d.h., die Dichten sind gegeniiber Verschiebungen um einen
beliebigen Vektor R und Drehungen D um beliebige Winkel «, 3,7 invariant

(Z| pO |2) =(2 - R| oV |7 — R) (4.76)
=(D(a, B,7) 71| ﬁ(l) | D(a, 3,7) T2)
(2135 | PO | Tads) =(F1 — B; & — R| p@ | — R; @4 — R)
=(D(a, §,7) #1; D(, 8,7) 2| £ | D(a, 8,7) ¥3; D(a, §,7) 4 )

Diese Eigenschaften haben zur Folge, daf§ die Einteilchendichte im Ortsraum nur vom
Betrag des Relativabstandes abhéngt. Im Impulsraum hingt die Einteilchendichte
vom Betrag des Impulses ab.
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Die folgenden Rechnungen sind alle so ausgefiihrt, dal zuerst ein System mit pe-
riodischen Randbedingungen in einem Volumen V = L? betrachtet wird, mit dem
die Umformungen durchgefiihrt werden und dann schluflendlich der Grenzwert eines
unendlichen Volumens ausgefiihrt wird.

Mit periodischen Randbedingungen ergeben sich die Impulse als wie folgt quantisiert

2n [ ™
= T M9 3 ni, Mg, N3 € Z . (477)
3

Fiir die Impulseigenzusténde, deren Ortsdarstellung in Gleichung (4.78) angegeben
ist

(Z|k) = —=exp{ik-7} , (4.78)

VV

gilt die Orthogonalitdtsrelation
< IZI ‘ E” > = 6Er En - (479)

Das freie Fermigas sowie die unkorrelierte Kernmaterie lassen sich durch ihre Einteil-
chedichte beschreiben. Unkorrelierte Kernmaterie unterscheidet sich lediglich dahin-
gehend vom freien Fermigas, daf sie aus den Fermigasen von zwei unterscheidbaren
Fermionensorten gebildet wird, die sich im Isospin unterscheiden. Der Operator der
Einteilchendichte ergibt sich damit durch Superposition der Projektoren auf die be-
setzten Impulseigenzustdnde mit den entsprechenden Spin- und Isospinquantenzahlen

o) =3 [Emam ) Em.me| (4.80)
k|<kp
- (1) | = L)
(Zrmsymu | Lo | Tamsymyp ) = g (212)0m 1 Omgymes -

Summiert man iiber Spin und Isospin, erhilt man die mit /381)(1:12) bezeichneten
Auflerdiagonalelemente der Einteilchendichte im Ortsraum

in(k -k k
f’gl)(xm) = 3p9 (sm( F 5E12) r .’,U123COS( r le)) . (4.81)
(kF 3512)

Der Fermiimpuls ist dabei fiir alle vier Spin- und Isospinkombinationen gleich, er
hingt auf die folgende Weise mit der Teilchenzahl A zusammen.

> == (4.82)

|E|<kr
Aus der Normierungsbedingung folgt unmittelbar die mittlere Dichte der Kernmaterie
zu
ki

po =5 (0) = 62" (4.83)
mw
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Wie schon erwéhnt, 148t sich fiir das unkorrelierte Fermigas wie fiir die unkorrelierte
Kernmaterie die Zweiteilchendichte allein durch die Einteilchendichte schreiben, fiir
Kernmaterie gilt

(2) _1 P A N NN/ | P AN 0 N N )]
Py’ =z Z Z | k' mmy; k" mlmy ) (K 'mimy; K" mlm (4.84)
k' <kp [K"|<kp
mlml  mml!

. P A AN I/ N N /A R U B S B3 N N oo
mit | K mimy K mimy Ye = [ K mlmy; B mg my ) — | KT mE my s E mmy ) .

Das allgemeine Matrixelement beziiglich Produktzustédnden lautet dann

(Z1ms1 mur; Ty Mgy My | ,{’,62) | T3 M3 Mys; Ta Miga Mya ) (4.85)
111 .4 1.1
= 5 Zpg) )(513)6m31ms36mt1mt3 Z:Og )(x24)6m52ms46mt2mt4

|G 1
_Zpg) )($14)6m31ms46mt1mt4 Zpg) )($23)6ms2m336mt2mt3

Nach einer Spurbildung iiber die Spin- und Isospinfreiheitsgrade verbleibt fiir die
Diagonale der Zweiteilchendichte im Ortsraum

1/, 2
p6 (212) = pf — 1 (56" (212)) " - (4.86)

In Abbildung 4.7 sind auf der linken Seite die Zweiteilchendichten des freien Fermi-
gases und der unkorrelierten Kernmaterie dargestellt. Aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften héngt die Dichte nur noch vom Relativabstand x2 ab.

Ebenfalls auf der linken Seite von Abbildung 4.7 ist die Zweiteilchendichte im Orts-
raum abgebildet, wie sie sich aus dem korrelierten Zweiteilchendichteoperator ergibt

P =CpCl (4.87)

~J

Die Zweiteilchendichte 148t sich mit Hilfe der Transformation R_(x12) wie folgt schrei-
ben

0(2)($12) =

T12

R_(x19)y/ R_ (212 ’ 1 2
(z12) ( ):| {p(Q) _ % (,5(() )(R_(wm))) } ) (4.88)

Sie unterscheidet sich von der unkorrelierten durch den Vorfaktor, der die Dichte
fiir kleine Relativabstédnde unterdriickt und durch eine Transformation des Argumen-
tes. Diese Figenschaften entsprechen denen, die bei der Korrelation einer einfachen
Relativwellenfuntion zu beoachten waren.
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Abbildung 4.7: Links korrelierte (fette durchgezogene Linie) und unkorre-
lierte (unterbrochene Linie) Zweiteilchendichte von Kernmaterie im Ortsraum,
im kleinen Bild entsprechend fiir ein Gas identischer Fermionen. Rechts unkor-
relierte (unterbrochene Linie) und mit der Transformation (4.48) berechnete
korrelierte Besetzungszahlen (fette durchgezogene Linie) von Kernmaterie im
Impulsraum, Fermiimpuls kr = 1.34fm~!, Experimentelle Daten aus Ref. [38].
Die diinne durchgezogene Linie gibt in beiden Bildern das Ergebnis fiir einen
Korrelator mit grofierem Korrelationsloch und kleiner Abklinglinge wieder.

Wie im Fall des a-Teilchens wird auch fiir das Beispiel der Kernmaterie der durch die

Transformation
R.(r)=7+a (%) exp {—%} (4.48")

definierte Korrelator mit den Parametern o« = 1.89fm und 3 = 0.7fm verwendet. Man
erkennt sehr gut, dal die Zweiteilchendichte im Ortsraum fiir kleine Relativabstédnde
vollstdndig durch die kurzreichweitige Korrelation geprégt ist, d.h., dal das Korrela-
tionsloch iiber das Austauschloch dominiert.

-

Zur Berechnung der Besetzungszahlen n(k) im Impulsraum

= 27)3 - R U
n(k) = %P(D(/ﬂ) = /Vd?’l"m exp {—i k- 2} " (212) (4.89)

wird die Einteilchendichte im Ortsraum /) (z15) benétigt

. 1 oo
PV (219) = ﬁ/d%g P D(T175; Tas) | (4.90)
die sich durch Integration aus der korrelierten Zweiteilchendichte ergibt

R,(Sﬁg) RI—($13)R*($23) RI—(m%)

P2y Ts; BoZy) = (s Tols) . (4.91)
T13 Ta3
Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen
S 1, 1, R (213) . 1, 1, R (213)
= - — Ti3————— o= —Tio—=2
Ts i + 5 113 o y T g2 T 5 T o
. 1. 1, R () . 1, 1, R_(2)
T =—=T19+ = Tog——————— , Tg=—-T1p— =T
7 Rt T a— 8 R e —
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und die unkorrelierte Zweiteilchendichte im Ortsraum
- = - = A ~ ]‘ ~ ~
062)(355316; Trls) = ,081)(9013),081)(3524) - Zpgl)(ﬂvm)ﬂ(()l)(x%) (4.92)

verwendet.

Obwohl diese Ausdriicke eine komplizierte Struktur besitzen, kann man ohne weiteres
erkennen, dafl die mittlere Dichte von Kernmaterie unveréndert bleibt

p(0) = po - (4.93)

Zu diesem Zweck setzt man einfach #; = 7y = 0 und transformiert die verbleibende
Abhéngigkeit R_(x3) mit der Transformation R, () zuriick. Der Ausdruck, den man
dann erhélt, entspricht dem von unkorrelierter Kernmaterie. Dieses Verhalten der
korrelierten Kernmaterie unterscheidet sich von demjenigen des a-Teilchens, welches
mit Korrelation im Ortsraum eine geringere Einteilchendichte im Zentrum und eine
héhere am Rand besitzt. In Kernmaterie ist eine Ausdehnung nicht méglich, deshalb
bleibt die mittlere Dichte unveréndert.

Da auch die Impulsverteilung von Kernmaterie kugelsymmetrisch sein mufl; kann
die {iber den Raumwinkel gemittelte radiale Abhédngigkeit der Besetzungszahlen im
Impulsraum letztendlich in das folgende Integral umgeformt werden

1 3 3 R_(.’Elg)\/RI_(II)lg) R_(.’L'gg) RI_(.ng)
n(/f)zi/dxu/dxg
poV —1 T13 Ta3
8 Lk(kx”) P8 (T5Ts; Tos) - (4.94)
T12

Dabei rithrt das Integral iiber &5 von der Berechnung der Einteilchendichte im Orts-
raum und das Integral {iber #;5 von der Fouriertransformation her.

Aufgrund der Symmetrien von Kernmaterie ist jetzt noch eine spezielle Wahl des Ko-
ordinatensystems moglich, indem wie in Abbildung 4.8 angegeben 75 in den Ursprung
gesetzt wird, 5 = 0, und der Vektor &; auf die z-Achse beschrinkt bleibt, 73 = z; €..

Das Integral 148t sich in Zylinderkoordinaten ausfiihren und reduziert sich damit auf
eine Integration iiber den Betrag von &; sowie iiber r und h. Diese Integration kann
nicht mehr analytisch ausgefiihrt werden, sie mufi numerisch erfolgen.

Obwohl das Integral nur noch iiber drei Variable lduft, ist es dennoch sehr aufwen-
dig zu berechnen. Die Ursache liegt in dem stark oszillierenden Integranden und dem
grofien Integrationsvolumen. Ein Ausweg besteht darin, von dem Integranden in (4.94)
den entsprechenden unkorrelierten Ausdruck abzuziehen, fiir den das Ergebnis ja be-
kannt ist (Fermiverteilung). So heben sich korrelierter und unkorrelierter Integrand
weg, wenn r grofl gegen die Abklinglénge des Korrelators ist.
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Abbildung 4.8: Links: Koordinatenwahl zur Integration von (4.94).

Rechts: Abweichung der korrelierten Einteilchendichte von der unkorrelierten
(Symbole). Die fette Linie approximiert diese Werte, die diinne gibt die Riick-
transformation der gemessenen Verteilung (Abb. 4.7 rechts) wieder.

Um die zeitraubende Fouriertransformation zu umgehen, wird der folgende Weg be-
schritten. Es wird lediglich die Differenz der korrelierten und der unkorrelierten Ein-
teilchendichte an wenigen Punkten w15 berechnet. AnschlieBend werden diese Werte
durch die Funktion

in(k —k k
PO (@12) — 3 (@10) ~3p0 (Sm( ) 2 ol ) (1.95)
F $12
5512 d
kF .’L‘12 1— exp —) s
c
a=0004, b=-053, ¢c=30m, d=1.6

mit den Parametern a, b, ¢ und d approximiert (siehe Abbildung 4.8). Aus der Fou-
riertransformation dieser Funktion werden die Besetzungszahlen im Impulsraum be-
rechnet.

Das Ergebnis der numerischen Integration ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Man er-
kennt deutlich, dafl im Vergleich zum unkorrelierten System jetzt Impulse oberhalb
der Fermikante besetzt sind und dafiir unterhalb der Fermikante nicht mehr alle Im-
pulse besetzt sind. Jedoch ergeben sich mit dem Beispielkorrelator (4.48) wesentlich
kleinere Abweichungen von der Fermiverteilung als im Experiment. Die Ursache mag
zum einen darin zu suchen sein, dafl das zentrale Korrelationsloch in der Zweiteilchen-
dichte von Kernmaterie eine andere Form hat als im Beispiel. Zum anderen spielen
Korrelationen, die sich aus der Tensorwechselwirkung ergeben, eine grofie Rolle [35].
Ein Korrelator, der z.B. ein grofleres Korrelationsloch und eine kleinere Abklingldnge
besitzt, kommt den Daten schon n&her. Dieser Zusammenhang erfordert noch eine
detailiertere Untersuchung.

85



4.3 Ableitung der Hamiltonfunktion

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels wendet sich der Ableitung der Hamiltonfunktion
H(Q) zu

HQ)=(QICTHC|Q)=(Q| Heg |Q) , (4.96)

die zur Berechnung der Kerngrundzustidnde und der Dynamik von Schwerionenre-
aktionen noétig ist. Dabei ist es das Ziel dieser Studie, diejenigen Terme der Hamil-
tonfunktion herauszuarbeiten und zu diskutieren, die sich im Unterschied zu einer
Beschreibung mit unkorrelierten Versuchszusténden, Gleichungen (2.29) und (2.31),
ergeben und diese ndherungsweise zu berechnen.

Es zeigt sich, daf§ durch die unitidre Korrelation die kurzreichweitige Abstoflung des
Potentials zu einem groflen Teil in impulsabhédngige Zweiteilchenterme der korrelierten
kinetischen Energie umgewandelt wird. Diese bewirken letztendlich die Sattigung der
Bindungsenergie und die kurzreichweitigen Abstoflungen mit hohen Impulsiibertrégen
bei kleinen Abstdnden.

Zuerst muf jedoch die Frage nach dem Zusammenhang von Korrelator und Potential
geklart werden. Aus der Forderung, dafl die Matrixelemente der potentiellen Energie
nicht divergieren sollen, lassen sich nur grobe notwendige Bedingungen an das Verhal-
ten des Korrelationsoperators bei kleinen Relativabstdnden ableiten. Der Korrelator
wird deshalb im folgenden durch Variation der Energie bestimmt [35].

Entsprechend dem Ritzschen Variationsprinzip wird der korrelierte Versuchszustand

Cle,0) Q) (4.97)

als parameterabhéngiger Ansatz aufgefafit, der jetzt nicht nur von den Parametern
() des unkorrelierten Zustandes abhéngt, sondern auch von den Parametern des Kor-
relationsoperators. An einem System, in dieser Arbeit am “He, werden durch Mi-
nimierung der Energie sowohl die Parameter o« und 3 des Korrelators als auch die
Parameter  des Versuchszustandes bestimmt. Die so gefundenen Parameter o und
B des Korrelators werden dann jedoch ein fiir alle Male festgehalten, d.h., der so
bestimmte Korrelator beschreibt sowohl alle weiteren Grundzustidnde als auch alle
angeregten Zustidnde. Diese Annahme scheint gerechtfertigt, da die kurzreichweitigen
Korrelationen, die vom abstoflenden Teil der Wechselwirkung herriihren, &hnlich einer
Randbedingung wirken und damit im wesentlichen nur von der konkreten Form des
abstoflenden Teils des Potentials abhéngen sollten. Erste Untersuchungen verschiede-
ner leichter Systeme bestétigen diese Annahme [50].

Es soll an dieser Stelle darauf verwiesen werden, dafi aufgrund der Zweiteilchennéhe-
rung die Eigenschaft des Ritzschen Variationsprinzips, dafl die durch Variation ge-
wonnene Niherung fiir die Grundzustandsenergie stets oberhalb der exakten liegt,
verloren geht. Sind die Ausdehnung der Einteilchenwellenpakete und die Gréfle des
Korrelationsloches von der gleichen Groflenordnung, kann der Erwartungswert des Ha-
miltonoperators auch Werte unterhalb der wahren Grundzustandsenergie annehmen.

86



Durch Beschrénkung auf kurzreichweitige Korrelationen und kleine Dichten koénnen
diese unphysikalischen Minima jedoch ausgeschlossen werden.

Nachdem der Korrelator festgelegt ist, wird abschliefend die Hamiltonfunktion ange-
geben, wie sie in die Grundzustands- und dynamischen Rechnungen eingeht.

4.3.1 Erwartungswerte von Ein- und Zweiteilchenoperatoren

Wie schon in Gleichung (4.59) ausgefithrt wurde, berechnet sich der Erwartungswert
eines beliebigen Einteilchenoperators wie der kinetischen Energie T zu

Z (x| T q) O (4.59")
k,l

1 A
5 Z QkQZ (CTT C T) |Qan> <Omkonl - Omlonk> .

~N N NJ
2 k,lmmn

Er setzt sich zusammen aus dem Erwartungswert eines Einteilchenoperators, der dem
des unkorrelierten Einteilchenoperators entspricht und aus dem Erwartungswert des
Korrelationsanteils CTT C — T, der aus Zweiteilchen-, Dreiteilchen- und Operatoren
hoherer Teilchenzahl besteht. Er enthilt keinen Einteilchenoperator. Die Spurbildung
mit der Zweiteilchendichte projiziert den Zweiteilchenanteil heraus. In diesem Sinne
wird der Operator C'T C — T in der Zweiteilchenniherung durch seinen Zweiteil-
chenanteil gendhert.

Im Fall der kinetischen Energie lauten die Matrixelemente dieses Zweiteilchenopera-
tors (siehe auch (4.40))

(gl (CTZC—T) |gman) (4.98)
= X [ {%.wkqlu?m}-{(% o) —1} o (X i)}
Uy [qe L |LRUD) 5 (R RL)
* 0 T o |2 ) 4(34(@) TR
x {qeqr | X7)( XT| gmatn )

wobei ( X7| gmgn ) die Zweiteilchenwellenfunktion

- X +17—b,) X —17—5,)
tm n (4.99)

® | Xm, Om) @ [&m) @ [Xn:In) @ [&n)

bezeichnet. Der Tensor

0 r 1 r FRT
2 — — 4.1
o7 7 R+<r>+<R'+<r> R+<r>> (4:100)
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bestimmt in Gleichung (4.98) die Richtungsabhéngigkeit der effektiven Masse. Sind
die betrachteten Wellenfunktionen im Relativabstand radialsymmetrisch, so tritt die-
ser Tensor stets als Produkt mit dem Einheitsvektor in radialer Richtung auf. Es gilt

dann
) P17
) T 4101
( *@”") A AGE: (4.101)

Bei genauer Betrachtung der Matrixelemente (4.98) kann man erkennen, daf} sich der
Erwartungswert des Operators CTT C' — T in zwei Anteile aufspalten 148t. Der erste
Anteil Tyc(Q)

IZE{C(Q 2 Z tHC 9k, 415 Gm, Qn) <Omkonl - Omlonk) )
k,l,m,n (4102)

der sich durch Summation der Matrixelemente

tuc(qr, 913 Gmo Gn) (4.103)

=iﬂ/d3X /d3r {%(qqub@?)}-{(% ®F>2—1}-{aaﬂ<f Iqmqn>}

ergibt, kann als kinetische Energie mit effektiver Masse aufgefafit werden. Durch ihn
wird eine impulsabhiingige Repulsion vermittelt. Diese Eigenschaft kann man beson-
ders gut am diagonalen Matrixelement ablesen, wenn man auflerdem die Parameter
der Breite reell wihlt und den Tensor in Gleichung (4.100) auf den radialen Anteil
beschriankt. Das diagonale Matrixelement lautet dann

tuc(qr. @3k, @) (4.104)
3 (7= Tr)” | (7' = Tr)”
271'& 2—/d <RI _1>{T+pkl}eXp{_T}

In dieser Formel bezeichnen 7; den Relativabstand der Wellenpakete k£ und [, pj; den

Relativimpuls 3 (p) — 7;) und a die Breite der Einteilchenwellenpakete.

Abbildung 4.9 zeigt als durchgezogene Linie den Term (1/(R',(r))? — 1) als Funktion
von r fiir einen durch die Gleichung (4.49) gegebenen Korrelator mit den Parametern
a = 0.76fm und § = 0.73fm. Man erkennt, daf§ aufgrund dieser Funktion die Matrix-
elemente tgc(qk, @; g, q;) positiv sein werden und somit zu einer impulsabhéngigen
Abstoung fiithren, solange die Breite der Relativwellenfunktion gréfler als der Radius
des Korrelationsvolumens ist. Ist die Breite kleiner, so ergibt die Zweiteilchenn&herung
fiir Systeme, die aus mehr als zwei Teilchen bestehen, eine unphysikalische Korrektur
zur kinetischen Energie. Die Funktion (1/(R/ (r))*> — 1) liefert also ebenfalls einen
Anhaltspunkt, wann die Zweiteilchenndherung verwendet werden kann. Der Radius,
bei dem diese Funktion das Vorzeichen wechselt, stellt eine untere Grenze fiir die
Breite der Relativwellenfunktion dar und gibt damit ebenfalls eine obere Grenze fiir
die Dichte vor, bis zu der die Zweiteilchenndherung verwendet werden darf. Um zu
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verhindern, dafl das System in den unphysikalischen Bereich gelangen kann, wird die
Funktion (1/(R'.(r))*> — 1) durch die in Abbildung 4.9 durch eine unterbrochene Li-
nie dargestellte Gaufifunktion approximiert. Da diese Funktion bei der Berechnung
der Matrixelemente tyc(qk, ¢i; gk, @) mit den Einteilchenwellenpaketen gefaltet wird,
ergibt sich kaum eine Differenz, wenn die Breiten der Pakete grofl genug, d.h. im von
der Ndherung erlaubten Bereich sind.

__1of = 10F ' '
N I
I 05 B o
= e
X oo0f L 05¢
o o
< -05f >
: N
-10 | | | = 00 ) 1
0 1 2 3 2 3
r (fm) r (fm)

Abbildung 4.9: Darstellung von (1/(R/ (r))? — 1) als Funktion von r fiir die

1/3
Transformation (4.49) Ry (r) =7+ « (%) / exp {—%} mit a = 0.76fm und
6 = 0.73fm. Die unterbrochene Linie gibt eine Approximation durch eine ein-

zelne Gaufifunktion wieder.

Der zweite Anteil des Erwartungswertes von C f I C'—T entspricht in seiner Art dem
Erwartungswert eines lokalen Potentials. Dieser Teil ergibt sich aus den Matrixele-
menten vuc(qe, 43 Gm ¢n)

1 2 P
vac(Qe, @ Gmy 4n) =@/d3X /d37" (ara | X7 ) XT | Gntn ) (4.105)

L 1R (Ri(r>)2 AL

4\ RL()

R |2 Ry(r) 14

rR ()

Abbildung 4.10 zeigt das Verhalten dieses lokalen Potentials

11 1 R"(r) _§<R1(r))2 o R (r)

2u (Ry(r)? |2 Ri(r) 4\ RL(r) r R (r)

Man kann sehen, dafy auch dieser Term, wenn er mit einem Wellenpaket gefaltet wird,
das groff genug ist, auf eine AbstoBung fiihrt. Fiir kleine Wellenpakete (grofle Dich-
te) erhdlt man auch hier einen unphysikalischen Beitrag der Zweiteilchennéherung.
Deshalb wird auch dieser Term so gendhert, dafl die Korrektur stets positv bleibt.

Allerdings braucht die potentialartige Korrektur nicht separat behandelt zu werden,
sondern kann mit dem korrelierten Nukleon-Nukleon—Potential zu einer Wechselwir-
kung zusammengefafit werden.
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Abbildung 4.10: Darstellung von ¢5(r) als Funktion von r fiir die Transfor-
1/3
mation (4.49) R (r) =r+a (%) / exp {—%} mit o = 0.76fm und 3 = 0.73fm.

Der Erwartungswert von Zweiteilchenoperatoren wie der Wechselwirkung V ergibt
sich in der Zweiteilchenndherung durch Spurbildung mit 2 @

~ NI NJ

l\’Jl*—‘

A
Lm,n (4.59')

Die Matrixelemente der lokalen Wechselwirkung lassen sich mit der Transformation
R, (r) ausdriicken

(grat| CTV C |gmgn)

~ N N

= [@X [ & (aa| X7) VIR() (X7 man)
(4.106)

Der zweite Teil aus (4.98) und das effektive Potential kénnen nun zu Vgym zusam-
mengefaflt werden. In der Ortsdarstellung lautet die Wechselwirkung jetzt

_ 11 1R 5B\ R
e A A A PR A ‘(Rm) ARG

Nachdem der Erwartungswert des Hamiltonoperators beziiglich eines korrelierten
Vielteilchzustandes in Zweiteilchenndherung im Prinzip bekannt ist, mufl nun die
Frage geklart werden, wie der unitdre Korrelator, der bis jetzt noch nicht spezifiziert
wurde, zu wéhlen ist.

4.3.2 Der Zusammenhang Potential — Korrelator
Notwendige Bedingung der Existenz

Eine notwendige Bedingung an den unitdren Korrelator ergibt sich aus der Forderung,
daf das Integral (4.106) nicht divergiert. Dazu nimmt man an, daf§ die Wechselwirkung
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fiir kleine Absténde wie 1/x™ ansteigt

) 1
ilg(l) V(z) x e (4.107)
Die Transformation R, (x) selbst gehe wie
liII(l) R, (x) o z* . (4.108)

Damit das Integral (4.106) existiert, muf folglich

2
k<= (4.109)

n
gelten. Benutzt man als kurzreichweitiges Potential zum Beispiel ein Lennard—Jones—
Potential, das fiir kleine Abstinde mit 1/2'? wichst, so mufl der Korrelator dies bei

Null mit £ < 1/6 ausgleichen.

Leider reicht dieses notwendige Kriterium nicht aus, den Zusammenhang zwischen
Potential und Korrelator festzumachen. Das Kriterium ist sogar ziemlich schwach,
wenn man als Wechselwirkung ein Yukawa-artiges Potential benutzt, das fiir kleine
Abstdnde wie 1/x geht. Deshalb wird in dieser Arbeit auf die Idee zuriickgegriffen,
den Korrelator aus einem Variationsverfahren zu gewinnen, so wie dies auch in Ref.
[35] verfolgt wird.

Diskussion des schematischen Modells

Bevor der Korrelator am Alphateilchen spezifiziert wird, soll an dieser Stelle noch
einmal der schematische Korrelator betrachtet werden. An ihm 148t sich gut erkliren,
wie durch Minimierung der Energie ein spezieller Korrelator ausgezeichnet werden
kann.

Der schematische Korrelator ist dadurch gekennzeichnet, daf§ er um eine Konstante
« in radialer Richtung verschiebt

(21G16) = e {-ag e (al0) (.4)

z oz

Er wirke auf eine unkorrelierte Relativwellenfunktion (Z| ¢ ), die der Einfachheit hal-
ber als radialsymmetrische Gaufische Wellenfunktion mit einer festen Breite a ange-
nommen wird

=2

(o) o eXp{—i—a}. (4.110)

Die Gesamtenergie ist damit eine Funktion des einzigen freien Parameters «. Sie lautet

E(a) = (¢|CTHC |¢) (4.111)

~N NN

= (SIT19)+ [a*a (6]7) V(e +a) (T]9).
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Da der schematische Korrelator mit dem Radialteil des Operators der kinetischen
Energie vertauscht und die Wellenfunktion kugelsymmetrisch gewéhlt wurde, dndert
er den Erwartungswert der kinetischen Energie nicht (4.40). Die potentielle Energie
ergibt sich aus der Gleichung (4.37).

200 | ] 10f ' "

V(x) (MeV)
E(x) (MeV)

Abbildung 4.11: Schematisches Modell: Links: Potential, rechts: Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators als Funktion des Korrelatorparameters a.

Die Abbildung 4.11 zeigt auf der linken Seite das lokale Potential, das zur Demon-
stration gew#hlt wurde. Es ist kurzreichweitig abstoflend wie eine harte Kugel und
fiir 1fm < r < 2fm anziehend. Auf der rechten Seite ist die Energie als Funktion
des Korrelatorparameters « zu sehen. Die minimale Energie erhdlt man gerade dann,
wenn die unkorrelierte Wellenfunktion aus dem abstoflenden Bereich des Potentials
herausgeschoben ist.
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Abbildung 4.12: Schematisches Modell: unkorrelierte (diinne Linie) und kor-
relierte (fette Linie) Relativwellenfunktion fiir @« = 1fm.

Die zu diesem Korrelator gehorende korrelierte Wellenfunktion wird durch die fette
Linie in Abbildung 4.12 dargestellt. Man erkennt, dafl der Korrelator in der Relativ-
wellenfunktion ein Loch der Gréfle o = 1fm schafft und daf er dabei auch die gesamte
Wellenfunktion um diesen Abstand zu hoheren z verschiebt.
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Ein realistischer Korrelator sollte nur fiir kleine Relativabstinde wirksam sein, d.h.,
zum einen darf das Korrelationsloch nur so grofl wie nétig sein, zum anderen muf} die
Korrelation nach auflen schnell genug abfallen. Beide Eigenschaften, kleine Lochgrifie
und endliche Abklingldnge, sind notig, um das Korrelationsvolumen klein zu halten
und so die Zweiteilchenndherung zu erméglichen.

Das Alpha—Teilchen

Mit den gewonnenen Erkenntnissen soll jetzt der Korrelator am “He-Kern bestimmt
werden. Das Alphateilchen ist aus zwei Griinden als Modellsystem gut geeignet. Zum
einen setzt es sich aus unterscheidbaren Teilchen zusammen, das macht die Antisym-
metrisierung einfach. Zum anderen trdgt beim Alphateilchen der exponentiell abfal-
lende Schwanz der Wellenfunktion nicht mehr so stark zur Bindung bei wie beim
Deuteron oder Triton. Diese beiden leichten Kerne kénnen mit den gaufiférmig ab-
fallenden Versuchszusténden der Fermionischen Molekulardynamik nur unzureichend
beschrieben werden.

Eine weitere wichtige Wahl ist die des realistischen Potentials. Bei den erfolgreichsten
Wechselwirkungen handelt es sich um Einbosonenaustauschwechselwirkungen wie das
Bonn-Potential [47]. Der Zusammenhang einer solchen Nukleon-Nukleon—Wechsel-
wirkung mit unitdren Korrelationen wird derzeit in zwei Diplomarbeiten untersucht
[50].

In dieser Arbeit soll es darauf ankommen, die prinzipielle Wirkungsweise des Korrela-
tors zu zeigen. Dazu wird eine Yukawa-artige Wechselwirkung, das zentrale Softcore-
Potential V,(3S;) von Reid [48], untersucht. Da dieses Potential allein noch nicht
bindet, ein grofer Teil der Bindung hat seinen Ursprung im Tensorteil [35], wird noch
ein gaufiférmiges anziehendes Potential hinzugenommen, das dem langreichweitigen
Verhalten der Versuchszustinde besser angepaflt ist und das fiir das Alphateilchen ge-
rade die richtige Bindungsenergie und Breite liefert. Das zu untersuchende Potential
lautet damit

e~ hz 672/1:1: 674/1:1: 676;132
V(z) = — 10.5MeV—— + 105.5MeV — 3187.8MeV + 9924.3MeV
.TZ
— 98.0MeV —_— 4.112
¢ eXP{ (1.4fm)2} ’ (4.112)

wobei = 0.7fm "' .

Abbildung 4.13 zeigt die Abhéngigkeit der lokalen Wechselwirkung von der Radial-
koordinate x5 als diinne durchgezogene Linie.

Als néchstes gilt es die Form des Korrelators zu spezifizieren. In den folgenden Rech-
nungen wird der schon aus Gleichung (4.49) bekannte Korrelator verwendet,

R.(r)=r1+a (%) exp {—%} , (4.113)

W=
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der zwei Freiheitsgrade besitzt, die Lochgrofie o und die Abklingldnge 3. Allgemeinere
Korrelatoren werden in den schon erwiahnten Arbeiten von Thomas Neff und Robert
Roth untersucht [50].

Die Ortsanteile der vier unkorrelierten Wellenfunktionen setzen sich wie in Abschnitt
4.2.3 aus vier deckungsgleichen Gaufischen Wellenfunktionen der Breite a zusammen

2

<f|Q>0<€XP{—;—} : (4.114)

a

Die Energie ist damit eine Funktion der Korrelatorparameter o« und [ sowie der
Parameter des Vielteilchenzustandes, in diesem Fall lediglich a

H(a, B, )=<Q|CT( PYHC (o, 5) [ @), (4.115)

Z Qk| r |Qk ok:k

%

+ - ZQkQZ (QTzQ T) |@k@1) Ok O
Py

+ 3 Z aq| CV C |grq)) OOy

~N N NJ
k;r’:l

Eine Variation im dreidimensionalen Parameterraum liefert als Minimum
H(a = 0.76fm, 3 = 0.73fm, a = 1.69fm*) = — 28.5 MeV . (4.116)

Durch diesen Korrelator nimmt die Zweiteilchendichte des Alphateilchens im Orts-
raum fiir einen bei Null festgehaltenen Schwerpunkt die in Abbildung 4.13 abgebildete
Gestalt an.

0@xy,) (FM®), Vixy,) (104MeV)

Xgp (fm)
Abbildung 4.13: Unkorrelierte (fette unterbrochene Linie) und korrelierte
Zweiteilchendichte (fette durchgezogene Linie) von “He fiir den durch Variation
gefundenen Parametersatz. Das lokale Potential ist durch eine diinne durchgezo-
gene Linie dargestellt, das korrelierte Potential durch eine diinne unterbrochene
Linie.
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Die fette durchgezogene Kurve zeigt die korrelierte Zweiteilchendichte, die fette unter-
brochene Kurve die unkorrelierte Zweiteilchendichte. Man erkennt sehr schén, dafl die
korrelierte Zweiteilchendichte im Gebiet des abstolenden Anteils der Wechselwirkung
unterdriickt ist. Fiir grofle Relativabstdnde geht sie hingegen in die unkorrelierte Dich-
te iiber. Die Korrelation erfiillt somit die an sie gestellte Bedingung, kurzreichweitig
zu sein. Das zu ihr gehorende Korrelationsvolumen (4.58) betrigt Ve = 0.95fm® und
der entsprechende Kleinheitsparameter (pVi) = 0.15, wenn man als typische Dichte
die von Kernmaterie benutzt. Das heift, die unkorrelierte Wahrscheinlichkeit, ein drit-
tes Teilchen im Korrelationsvolumen anzutreffen, betrdgt lediglich 15 Prozent. Eine
Zweiteilchenndherung mit dem gefundenen Korrelator erscheint deshalb gerechtfer-
tigt.

Mit den gefundenen Parametern nimmt die Einteilchendichte in Orts- und Impuls-
raum die in Abb. 4.14 wiedergegeben Gestalt an.

0.3
£ =
0.2
< <
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Abbildung 4.14: Unkorrelierte (unterbrochene Linien) und korrelierte Dich-
ten (durchgezogene Linien) von *He fiir den durch Variation gefundenen Para-
metersatz. Links: Einteilchendichte im Ortsraum, rechts: Einteilchendichte im
Impulsraum. Die experimentellen Daten Ref. [38] sind durch Kreuze wiederge-
geben.

Im Ortsraum ist die korrelierte Einteilchendichte fiir kleine x abgesenkt, fiir grofle
entspricht sie der unkorrelierten Dichte. Im Impulsraum verhélt es sich gerade umge-
kehrt. Dort findet durch die Korrelation eine Umbesetztung von kleineren zu gréfieren
Impulsen statt, was sich am ausgeprigten Impulsschwanz zeigt. Fiir kleine Impulse
hat die Verteilung die Gaufiform der unkorrelierten Dichte. Die gemessenen hoheren
Impulsdichten bei k< 0.5 fm™" deuten darauf hin, da die wahre Wellenfunktion des
Alphateilchens fiir grofle Abstdnde mehr exponentiell als gaufiférmig abfllt.

Nachdem der unitire Korrelator durch die Transformation

R.(r)=r+« (%) ’ exp {—%} ,  «a=0.76fm, § = 0.73fm

(4.117)

festgelegt ist, kann jetzt die Hamiltonfunktion aufgeschrieben werden.
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4.3.3 Die gendherte Hamiltonfunktion

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators ist ein essentieller Bestandteil der Fermio-
nischen Molekulardynamik. Durch seine Minima sind die Grundzustinde des Modells
gegeben. Seine Ableitungen nach den Parametern gehen als generalisierte Kréfte in
die Bewegungsgleichungen ein.

Aus diesen Griinden ist es zum einen nétig, die Hamiltonfunktion so genau wie méglich
zu spezifizieren, indem eine moglichst realistische Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung
einschlielich der Coulombwechselwirkung verwendet wird, zum anderen ist es aber
unumgénglich, den numerischen Aufwand zu begrenzen. Die zweite Aufgabe wird in
der FMD durch die Verwendung von Gaufifunktionen gelost. Da die Einteilchenwel-
lenpakete Gaufiform besitzen, ist es zweckméfig, die Darstellung von Operatoren wie
z.B. des Potentials durch eine Linearkombination von Gaufifunktionen zu approxi-
mieren, damit der Erwartungswert analytisch berechnet werden kann.

Eine weitere Ndherung betrifft die nichtorthogonalen Einteilchenzustdnde im Zusam-
menhang mit der Antisymmetrisierung. Auch in dieser Arbeit wird die Idee verfolgt,
den Effekt der Antisymmetrisierung auf Erwartungswerte von Zweiteilchenoperatoren
durch eine eingeschrinkte Anzahl von Matrixelementen und eine zustandsabhéngige
multiplikative Korrektur zu ndhern. Diese Faktorisierungsndherung wurde schon in
Ref. [5] untersucht, sie reduziert den numerischen Aufwand von A* auf A* und arbeitet
sehr gut.

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators, der im weiteren als Hamiltonfunktion
H(Q) der Parameter Q = {g, } bezeichnet wird, setzt sich in der Zweiteilchenndherung
(Gleichungen (4.59) und (4.60)) aus der unkorrelierten kinetischen Energie 7(Q),
dem Zweiteilchenanteil Tyc(Q) der korrelierten kinetischen Energie, der nuklearen
Wechselwirkungsenergie V(Q)) und der Coulombenergie Veou(Q) zusammen

H(Q)=(QICHC|Q) (4.118)
=7(Q) + Tuc(Q) + V(Q) + Veou(Q) -

Der erste Term 7 (Q)) bezeichnet den Erwartungswert der unkorrelierten kinetischen
Energie T, der gerade dem Einteilchenanteil der effektiven kinetischen Energie CT7T C
entspricht

T(Q)=> x| T |a)Ou - (4.119)

k.l

Der Term der Wechselwirkungsenergie V(Q) setzt sich aus zwei Teilen (4.107) zu-
sammen, zum einen aus dem Zweiteilchenanteil des effektiven Nukleon—Nukleon—
Potentials C'V C und zum anderen aus dem potentialartigen Anteil von CT7C —T.
Diese Summe wird in der Ortsdarstellung durch zwei Gaufifunktionen parametrisiert
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und der Erwartungswert in einer Faktorisierungsnéherung berechnet [5]

<C]IcQI| Vsum |Qle>a 1
V(Q) = o exp{——c } 4.120
@) kzd (qe@|aea) 4" ( )
A
Col = Z <Qka|Qka> + <QZQm|Qle> )
mzig \{@kGm|Gdm)  (0Gm|0qm)
Die explizite Form des verwendeten Vgum(x12) ist gegeben durch
1'%2 1'%2 7
Veum(z12) = | Vi exp{ - T} + Voo exp{ — T} (w + mf )
"o 02 (4.121)
%1 = 800.0 MeV ; Tol = 0.45fm
Vo = —128.7 MeV ;  rgy = 1.40fm
w=0.398; m=0.602.

Die Austauschmischung in (4.121) entspricht der des effektiven Potentials V2 von
Volkov [49].

Abbildung 4.15 zeigt sowohl die exakte radiale Abhéngigkeit von Vsym(x12) als unter-
brochene Linien als auch die parametrisierte radiale Abhéngigkeit als durchgezogene
Linien.
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Abbildung 4.15: Radiale Abhingigkeit des effektiven Potentials Voum(x12)
(fette unterbrochene Linien) und seine Approximation durch zwei Gau$funktio-
nen entsprechend Gl (4.121) (fette durchgezogene Linien), sowie das Produkt
mit z19. Im linken Bild zeigt die diinne durchgezogene Linie das unkorrelierte

Potential zum Vergleich.

Der Term Tyc(Q) in Gleichung (4.118) berticksichtigt den Anteil der korrelierten
kinetischen Energie, der als kinetische Energie mit effektiver Masse in den Relativko-
ordinaten aufgefafit werden kann, wie dies in Gleichung (4.103) angegeben ist. Auch
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hier wird eine Faktorisierungsndherung verwendet

Tuc(Q) =Y tuc(gr, @; G, @) ((1 — Ve1) + Y €XP { - M}) ‘
(4.122)

kel (gka|grear)

Die Ausdriicke tgc(gk, ¢i; gk, 1) approximieren dabei die Matrixelemente (4.103), in
denen (1/(R' (r))*> — 1) durch die positive Funktion 7y exp{—r?/7}} parametrisiert
wird, wie es in Abbildung 4.9 durch die unterbrochene Linie dargestellt ist

tuc (g, @30k, ) (4.123)

o i >3 3 n 27, L2 e { Th }
—_—— —_ X S
am \ 12 + 20y 200 TP+ 208 (T + 20k)? P P T2 + 200

2 2
_ akR|al| + alR|ak| : Tp=19763; 7 =1.5Mm.

2 agr R

Zu guter Letzt geht die Coulombenergie Voom(Q) in die Hamiltonfunktion ein. Die
Coulombwechselwirkung ist eine langreichweitige und im Kern im Vergleich zur Nuk-
leon-Nukleon—Wechselwirkung schwache Wechselwirkung. Deshalb haben die kurz-
reichweitigen Korrelationen nur einen geringen Einflu} auf den Erwartungswert, so
dafl ohne Abstriche der des unkorrelierten Operators verwendet werden kann. Auch
die Coulombenergie wird in einer Faktorisierungsndherung berechnet, die im Anhang
C.3.1 erldutert wird

A
Voou(Q) =3 0] Loou L) ((1 — Vet) + Yrt exp{ B M}) |

k<l (aealarar) (@eq|arar) (C.9')

In den Gleichungen (4.122) und (4.124) wird die folgende Abkiirzung benutzt

- :erf{l N i ((qkqm|mek> . (mczmlqqu))} | (4.124)

2 m#k,l (G Gm|arGm) — (@Gm|9iGm)

die eine monotone Funktion der Uberlapps der Einteilchenwellenpakete | ¢x ) und
| ¢) mit den restlichen Einteilchenwellenpaketen ist. Mit ihrer Hilfe kann die zu-
standsabhédngige Korrektur ausgedriickt werden.

An dieser Stelle ist es angebracht, noch einmal auf die Zeitableitung hinzuweisen.
Da der unitére Korrelationsoperator C' zustandsunabhéngig ist, bleiben Ausdriicke,
die Zeitableitungen enthalten, unverdndert. Fiir das zeitabhéngige Variationsprinzip
(2.1) bedeutet das, daf der erste Term der Lagrangefunktion £, fiir alle zustandsun-
abhéngigen Korrelatoren unverdndert bleibt.

d d
Lo=(Q(t)] CT (2%) ¢lRM) =(QW)| i [Q®) (4.125)
Dies gilt auch in der Zweiteilchennéherung.

Damit sind alle Voraussetzungen geschaffen, um im folgenden Kapitel Kerngrund-
zustdnde und Schwerionenreaktionen untersuchen zu kénnen.
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5. Grundzustande und
Schwerionenreaktionen

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Grundzustandseigenschaften von Kernen und
Reaktionen zwischen ihnen. Zur Beschreibung der Grundzustdnde auch gréfierer Ker-
ne ist die Verwendung einer realistischen Wechselwirkung mit kurzreichweitiger Ab-
stoflung unerléfllich. Sie bewirkt die Sattigung der Nukleonendichte und der Bindungs-
energie. Dieser Effekt muf}, verwendet man lediglich eine Slaterdeterminante als Ver-
suchszustand, durch effektive dichteabhéngige Zweiteilchenwechselwirkungen wie im
Skyrme—Hartree—Fock simuliert werden. Dadurch kénnen zwar in der Regel Bindungs-
energien und Ladungsradien richtig wiedergegeben werden, jedoch weisen die durch
eine einzelne Slaterdeteminante gegebenen Ein- und Zweiteilchendichten die experi-
mentell beobachteten kurzreichweitigen Korrelationen nicht auf. Auflerdem besteht
bis auf bestimmte allgemeine Symmetrieeigenschaften kein direkter Zusammenhang
zwischen der effektiven Wechselwirkung und dem Nukleon-Nukleon—Potential, so wie
es sich etwa aus Deuteroneigenschaften und Streuphasen ergibt.

Der Ansatz eines korrelierten Versuchszustandes

¢lQ), (5.1)

der einer Superposition sehr vieler Slaterdeterminanten entspricht, ermoglicht so-
wohl, einen effektiven Hamiltonoperator abzuleiten (4.118), als auch, die Korrelatio-
nen im Vielteilchenzustand des wechselwirkenden Fermionensystems zu beschreiben
(z.B. Abb. 4.14). Selbst wenn fiir die realistische Wechselwirkung ein relativ einfa-
cher Ansatz gemacht wird (4.112), reproduziert der effektive Hamiltonoperator in der
Zweiteilchenndherung die Grundzustandsdaten iiber einen grofien Massenbereich sehr
gut. Dies ist fiir ein Modell, das Reaktionen von Kernen beschreiben will, bei denen
Ph&nomene wie Fusion, Fragmentation oder Evaporation auftreten, von grofler Wich-
tigkeit. Die Haufigkeiten von Reaktionsprodukten und Verhéltnisse dieser Héufigkei-
ten héngen stark von den Bindungsenergien der zu bildenden Reaktionsprodukte ab.
Ebenso besteht ein enger Zusammenhang zwischen den quadratischen Radien der
Kerne und den Streuquerschnitten in Reaktionen. Eine korrekte Beschreibung der
Grundzustandseigenschaften ist deshalb eine unumgéngliche Voraussetzung, um in
dynamischen Problemen Vorhersagekraft zu erhalten, die {iber die durch Erhaltungs-
groflen dominierten globalen Phinomene hinausgeht.
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Auch in Reaktionen von Atomkernen spielen kurzreichweitige Korrelationen eine wich-
tige Rolle. Die kurzreichweitige Abstoflung ist der Ursprung harter St6fe zwischen den
Nukleonen, bei denen grofle Impulse {ibertragen werden kénnen. Deshalb fiihren die
meisten Modelle (BUU, QMD, AMD) neben einem mittleren Feld explizit Zweiteil-
chenstofle ein. In der Quantenmolekulardynamik [13, 14, 15, 16, 17] und der An-
tisymmetrisierten Molekulardynamik [10, 11, 12] wirken sie wie eine fluktuierende
Langevin-Kraft, die in stochastischer Weise die mittleren Impulse der Wellenpakete
dndert. Eine eindeutige Auftrennung der Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung in ein
mittleres Feld und einen fluktuierenden Stofiterm ist jedoch nicht moglich.

In der Fermionischen Molekulardynamik bestimmt die Wahl des Versuchszustandes,
welche physikalischen Phénomene beriicksichtigt werden sollen. Der Ansatz einer kor-
relierten Wellenfunktion fiithrt hier auf natiirliche Weise auf die Séttigung der Bin-
dungsenergie und die starke Abstoflung bei kleinen Relativabstdnden. Die Bewegungs-
gleichungen, die sich auch fiir den korrelierten Versuchszustand aus dem zeitabhéngi-
gen Variationsverfahren ergeben, sind deterministisch, auch wenn sie bei hoheren An-
regungen chaotisches Verhalten zeigen. Empfindliche Vielteilchenkorrelationen, die
im System vorhanden sein kénnen (Cluster), werden in der FMD nicht wie in ande-
ren Molekulardynamikmodellen durch die Zufilligkeit des stochastischen Stofiterms
zerstort.

Die Bewegungsgleichungen sind in der Lage, eine grofie Palette an Phinomenen zu be-
schreiben. Sowohl tief inelastische Reaktionen an der Coulombschwelle als auch Mul-
tifragmentationsreaktionen konnen untersucht werden. Dabei zeigen die simulierten
Reaktionen diejenigen Phénomene, die in den untersuchten Energiebereichen typisch
sind. In tief inelastischen Reaktionen entstehen bei kleinen Stofiparametern fusio-
nierte Kerne, die im Zeitverlauf Nukleonen abdampfen, bei grofleren Stofiparametern
kommt es zur Dissipation der kinetischen Energie bis zur Viola-Energie vollsténdig
relaxierter Stofle. In Multifragmentationsreaktionen werden grofie Fluktuationen im
Ausgangskanal beobachtet. Diese duflern sich in einer breiten Massenverteilung der
erzeugten Fragmente. Sowohl schnelle Anteile der Reaktion, wie die sofortige Emissi-
on von Nukleonen als auch langsamere Anteile, wie die Abregung heifler Kerne durch
Evaporation und sequentiellen Zerfall werden in der Fermionischen Molekulardynamik
beschrieben.

5.1 Grundzustandsdaten

Die Grundzustidnde der Fermionischen Molekulardynamik ergeben sich aus dem Ritz-
schen Variationsprinzip durch Minimierung der Energie, d.h., der Erwartungswert des
Hamiltonoperators H(Q) = (Q | CTH C'| Q) beziiglich des Grundzustandes bildet ein

globales Minimum im Raum der Parameter ). Das bedeutet insbesondere, dafl die
Ableitungen von H(Q) beziiglich aller Parameter ¢, verschwinden

i H(Q), Vg, . (2.47")

0=—
0qy
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Aus dieser notwendigen Bedingung folgt mit den Bewegungsgleichungen (2.5) aufler-
dem sofort, da} die Grundzustdnde der FMD stationédr sind, da alle generalisierten
Kréfte identisch Null sind.

Der Hamiltonoperator H enthilt als Bestandteil der kinetischen Energie auch den
Operator der kinetischen Energie des Schwerpunktes 7 ¢y Sein Erwartungswert ist
im Grundzustand ungleich Null, da die Schwerpunktswellenfunktion nicht separiert
und durch die Lokalisierung des Einteilchenwellenpakete im Kern gefangen bleibt.

Der Kern tragt dadurch stets die Nullpunktsenergie seines Schwerpunktes mit sich.
Dieses Problem ist allen Modellen gemein, die den Vielteilchenzustand mit Einteil-
chenkoordinaten anstelle von Relativabstdnden beschreiben. Fiir grofile Kerne betrigt
die Schwerpunktsenergie unabhéngig von der Teilchenzahl etwa 10 MeV, fiir kleine
Kerne kann sie fast das Doppelte betragen. Wie der Schwerpunkt am besten zu be-
handeln ist, insbesondere welchen Einflufl er auf Fragmentationsreaktionen hat, in
denen sich die Zahl der Reaktionspartner und damit auch die Zahl der Schwerpunkte
dndert, mufl noch untersucht werden. In Fragmentationsreaktionen kann man davon
ausgehen, dafl die Fragmente bei der hohen Anregungsenergie des Systems lokalisiert
gebildet werden, so dafl auch in der Realitét fiir jedes Fragment eine Lokalisierungs-
energie aufzubringen ist. Im Modell der Antisymmetrisierten Molekulardynamik wird
die Idee verfolgt, die Anzahl der rdumlich getrennten Fragmente in die Hamiltonfunk-
tion einzubeziehen und ihre Schwerpunktsenergie abzuziehen.

Einem solchen Ansatz soll hier nicht nachgegangen werden. In dieser Arbeit wird der
Erwartungswert des Hamiltonoperators inklusive der Nullpunktsenergie des Schwer-
punktes als Grundzustandsenergie betrachtet, da die partiellen Ableitungen dieses
Erwartungswertes in die Bewegungsgleichungen eingehen.

Tabelle 5.1 zeigt die Energien und Ladungsradien der Grundzustéinde von Kernen
bis A = 58, wie sie sich mit der in Gleichung (4.118) definierten Hamiltonfunktion
ergeben. Dabei setzt sich der Ladungsradius

A
o= 2 QIS X0 ~ Xow) PPOCIQ) + theon (52
=1

aus dem quadratischen Radius der Protonenverteilung im Kern und dem quadrati-
schen Radius des einzelnen Protons, 7pyoton = 0.876fm, zusammen [8].
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Experiment FMD Experiment | FMD

Isotop Ep Eg/A (H) (H) /A Tems Tems
(MeV ) | (MeV )| (MeV )| (MeV) (fm ) (fm )

3He -7.718 -2.57 -0.64 -0.21 1.87 1.86
‘He | -28.296 | -7.07 -28.23 -7.06 1.63 1.72
SHe || -27.410 | -5.48 -29.88 -5.98 1.75
Li -26.330 | -5.27 -28.67 -5.73 2.12
6Li -31.994 | -5.33 -33.50 -5.58 2.50 2.13
Li -39.244 | -5.61 -43.12 -6.16 2.39 2.06
"Be -37.600 | -5.37 -41.28 -5.90 2.18
8Be -56.500 | -7.06 -58.30 -7.29 2.26
‘Be -58.165 -6.46 -62.46 -6.94 2.42 2.24
B -56.315 -6.26 -60.51 -6.72 2.40
108 -64.751 -6.48 -66.86 -6.68 2.45 2.44
1B -76.206 | -6.93 -76.35 -6.94 2.42 2.38
He -73.441 -6.68 -73.78 -6.71 2.49
12¢ -92.163 | -7.68 -90.92 -7.58 2.42 2.49
13¢C -97.109 | -7.47 -96.90 -7.45 2.32 2.46
BN -94.106 | -7.24 -94.11 -7.24 2.60
14N -104.66 | -7.48 | -102.28 -7.30 2.46 2.59
15N -115.49 | -7.70 | -113.97 -7.60 2.54
150 -111.95 | -7.46 | -110.51 -7.37 2.65
160 -127.62 | -7.98 | -127.42 -7.96 2.71 2.62
170 -131.76 | -7.75 | -128.00 -7.53 2.67 2.62
TR -128.22 | -7.54 | -129.39 -7.61 2.79
18R -137.37 | -7.63 | -136.68 -7.59 2.79
YR -147.80 | -7.78 | -146.29 -7.70 2.90 2.75
Ne || -143.78 | -7.56 | -142.18 -7.48 2.88
20Ne | -160.64 | -8.03 | -155.49 7.7 3.01 2.85
2INe || -167.40 | -7.97 | -156.17 -7.44 2.84
Mg || -198.256 | -8.26 | -197.17 -8.22 3.02 3.02
2TAL || -224.952 | -8.33 | -217.45 -8.05 3.02 3.08
28Gi || -236.537 | -8.44 | -224.18 -8.01 3.10 3.16
329 1 -271.783 | -8.49 | -257.03 -8.03 3.25 3.29
0Ca || -342.056 | -8.55 -341.49 -8.54 3.48 3.42
Fe | -492.27 | -879 | -497.34 -8.88 3.74 3.63
5Ni || -484.00 | -8.64 | -483.25 -8.63 3.75
Ni || -506.47 | -8.73 | -501.54 -8.65 3.77 3.74

Tabelle 5.1: Vergleich experimenteller Bindungsenergien [51, 52] und Ladungs-
radien [53, 54] mit denen der Fermionischen Molekulardynamik.
Die experimentellen Fehler sind kleiner als die letzte angegebene Stelle.
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Die folgenden Abbildungen , in denen die Grundzustidnde nach verschiedenen Schnit-
ten durch das Tal der Stabilitdt geordnet sind, geben einen systematischen Uberblick
iiber die Grundzustandseigenschaften.
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Abbildung 5.1: Bindungsenergien und Radien fiir Kerne mit N = Z. Die
experimentellen Daten sind durch Quadrate, die Ergebnisse der FMD durch
Kreise dargestellt. Die Linie soll lediglich das Auge leiten.

Abbildung 5.1 zeigt die Bindungsenergien und Radien der symmetrischen Kerne mit
gleicher Protonen- und Neutronenzahl. Sowohl die Energien als auch die Radien stim-
men sehr gut mit den experimentellen Daten {iberein.
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Abbildung 5.2: Bindungsenergien und Radien fiir Kerne mit N = Z — 1.

Fiir die Kerne mit N = Z — 1 erkennt man in Abbildung 5.2 eine Abweichung beim
3He. Diese Abweichung resultiert daraus, daf kleine Kerne einen Grofteil ihrer Bin-
dung aus dem exponentiell abfallenden Schwanz ihrer Wellenfunktion gewinnen. Die
gaufiformig abfallenden Einteilchenwellenfunktionen der Fermionischen Molekulardy-
namik sind fiir diese kleinen Systeme (A < 4) nicht geeignet. Fiir hhere Massen
werden die experimentellen Bindungsenergien jedoch gut wiedergegeben.
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Abbildung 5.3: Bindungsenergien und Radien fiir Kerne mit N = Z + 1.

Fiir Massen A < 10 zeigt die Verteilung Abb. 5.2 ebenso wie die der Kerne mit N =
Z+1 (Abb. 5.3) eine kleine systematische Abweichung zu stérker gebundenen Kernen
hin. Auch weichen die experimentellen Radien fiir Lithium von den berechneten ab.
Hierbei ist jedoch nicht klar, ob nicht die experimentellen Radien etwas zu grof sind,
sie scheinen auch nicht in das systematische Verhalten der Ladungsradien zu passen.

Abbildung 5.4 zeigt die Bindungsenergien der Isotope des Kohlenstoffs (Z = 6) und
des Magnesiums (Z = 12).
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Abbildung 5.4: Bindungsenergien der Kohlenstoff- und Magnesiumisotope.

Man sieht, da8 die Bindungsenergien von °C bis *C und 22Mg bis 2Mg die experi-
mentell bestimmten gut reproduzieren.

Auch fiir einen Schnitt entlang konstanter Massenzahl A ergibt sich eine gute Be-
schreibung der experimentellen Bindungsenergien. In Abbildung 5.5 sind dazu die
Energien der A = 24- und A = 27-Isobare dargestellt.
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Abbildung 5.5: Bindungsenergien der A = 24- und A = 27-Isobare.

Die in den Abbildungen 5.1-5.5 dargestellte sehr gute Ubereinstimmung der experi-
mentellen Bindungsenergien mit denen, die sich in der Fermionischen Molekulardy-
namik ergeben, ist auf den ersten Blick verwunderlich. Schliefllich unterscheidet sich
die effektive Wechselwirkung in der Zweiteilchennidherung (Gleichungen (4.121) und
(4.120)) kaum von der effektiven Wechselwirkung V2 von Volkov [49], insbesondere
ist die Austauschmischung gleich. Von der Volkovschen effektiven Wechselwirkung ist
aber bekannt, daf sie schwere Kerne tiberbindet [5]. So liegt die Bindungsenergie fiir
160 schon bei 8.8 A MeV, mit steigender Masse wird die Abweichung immer gréfer.

Der Grund fiir die Sdattigung bei Verwendung der Hamiltonfunktion (4.118) ist darin
zu sehen, dafl durch die unitdre Korrelation nicht nur die Wechselwirkung verdndert
wird, sondern auch die kinetische FEnergie. Die Zweiteilchenterme der kinetischen
Energie bewirken die Séttigung der Bindungsenergie. Anhand der Gleichung (4.98)
kann man erkennen, dafl die Zweiteilchenterme der korrelierten kinetischen Energie
auf eine Abstoflung fiithren, fiir die

Tic(Q) o< kpA® (5.3)

gilt. Das bedeutet aber nichts anderes, als dal diese Terme die der anziehenden ef-
fektiven Wechselwirkung kompensieren.

Diese Eigenschaft iibertrégt sich auch auf Kernmaterie, fiir die die unkorrelierte kine-
tische Energie pro Teilchen mit k% zur Gesamtenergie beitriigt. Die im wesentlichen
anziehende effektive Wechselwirkung iiberwiegt, da ihr Beitrag zur Gesamtenergie
pro Teilchen proportional der Dichte, also k2. ist, den Term der unkorrelierten kine-
tischen Energie. Die abstoflenden Zweiteilchenterme der kinetischen Energie, die pro
Teilchen proportional zu k3 anwachsen (siehe (4.103)), verhindern, dafi mit steigender
Kernmateriedichte die Bindungsenergie pro Teilchen immer weiter wéchst.
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5.2 Von Fusion bis Multifragmentation

Nachdem die Kerngrundzustinde gefunden und ihre wesentlichen Eigenschaften be-
stimmt sind, konnen jetzt Reaktionen zwischen ihnen untersucht werden. Die Be-
wegungsgleichungen der Dynamik ergeben sich aus dem zeitabhédngigen Variations-
prinzip (2.1), wie dies im Abschnitt 2.1 dargestellt ist. Auch bei Verwendung kor-
relierter Versuchszustédnde behalten die Bewegungsgleichungen ihre Gestalt, an die
Stelle des Hamiltonoperators tritt lediglich der effektive Hamiltonoperator. Dies ist
ja gerade einer der Vorteile eines unitédren und zustandsunabhéngigen Korrelations-
operators.

Die Bewegungsgleichungen lauten damit

Z‘AILV(Q(t)) ¢ = _é%ﬂ <Q(t) | I,\_‘{eff |Q(t)> . (2‘511111)

A, (Q(t)) ist die in den Gleichungen (2.6) und (2.34) definierte schiefsymmetri-
sche Matrix. Da der Korrelationsoperator C' nicht von der Zeit abhéngt, &ndert sich
A, (Q(t)) beim Ubergang vom unkorrelierten Versuchszustand | Q(t) ) zum korrelier-
ten Versuchszustand C | Q(t) ) nicht. Die Matrix A, (Q(t)) spiegelt die geometrische
Struktur der Parametermannigfaltigkeit wider, wie sie durch den antisymmetrischen
Versuchszustand gegeben ist. Auf diese Weise iibertrégt sich das Pauliprinzip auf die
Parametertrajektorien, die sich so verhalten, als wiirden virtuelle Kréifte in einem
gekriimmten Raum wirken.

Die Bewegungsgleichungen der Fermionischen Molekulardynamik sind nicht linear.
Aus diesem Grund kann es im Verlauf der Kern—Kern—Kollision zu grofien Fluktua-
tionen kommen. Das Ergebnis einer Reaktion hingt empfindlich von den Anfangshe-
dingungen ab. Innerhalb des Ereignisensembles (Abschnitt 2.7) sind bei einem Stofipa-
rameter und einer Energie ganz unterschiedliche Endzustédnde zu beobachten. Dieses
Verhalten entspricht den experimentellen Befunden.

Der Einflul der kurzreichweitigen Korrelationen auf die Bewegungsgleichungen ge-
schieht iiber die Hamiltonfunktion H(Q(t)) = (Q(¢)| CTHC |Q(t)), die die kurz-
reichweitige Abstolung der Nukleon—Nukleon—Wechselwirkung enthilt. Wie in den
folgenden Beispielen demonstriert wird, fiihrt diese Abstoffung zu harten Stéfen der
Nukleonen mit hohen Impulsiibertrdgen. Bei zentralen Sté8en ist ein Abbremsen der
Kerne zu beobachten. Dabei entsteht ein Flul von Nukleonen und Fragmenten senk-
recht zur Einschufirichtung. In einem Modell ohne kurzreichweitige Abstofung sind

diese Phanomene nicht zu beobachten.

5.2.1 Tief inelastische Reaktionen von '°F und ?’Al

Als erstes Beispiel wird die tief inelastische Reaktion von '*F und 27Al bei einer
Energie von Fp,, = 5.9 A MeV untersucht. Zu dieser Reaktion liegen aktuelle expe-
rimentelle Daten [57] und verschiedene theoretische Berechnungen [58, 59, 60| vor.
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Da die Untersuchung aus einer frithen Periode dieser Arbeit stammt, wird eine andere
Parametrisierung der Hamiltonfunktion verwendet, die im Anhang, Gleichung C.23 ff,
angegeben ist. Die physikalischen Eigenschaften dieser Hamiltonfunktion sind jedoch
den bisher diskutierten sehr dhnlich.

Die Reaktion von °F und 27 Al bei einer Energie von 5.9 MeV pro Teilchen ist entspre-
chend der niedrigen Energie durch drei Prozesse gekennzeichnet. Fiir Stoparameter
b< 5 fm ist die Reaktion vollstdndig von der Fusion der Ausgangskerne dominiert.
Erst bei peripheren Stoflen mit gréfleren Stoparametern kommt es zu unvollstdndi-
gen Fusionen und tief inelastischen Reaktionen. Letztere sind der Gegenstand der
experimentellen Untersuchungen.

Tief inelastische Reaktionen werden oft durch doppelt differentielle Wirkungsquer-
schnitte charakterisiert. Die Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts von der gesam-
ten kinetischen Energie TKE und dem Streuwinkel eines Reaktionsproduktes fcy im
Schwerpunktssystem bezeichnet man als d?c/(dfcyd TKE). Die Darstellung des Wir-
kungsquerschnittes als Funktion der kinetischen Energie TKE und der Ladung Z des
einen Reaktionsproduktes wird Diffusionsplot genannt.

Ein charakteristisches Phdanomen tief inelestischer Reaktionen ist das Kreisen der Re-
aktionspartner umeinander. Nach der Kontaktzeit 16sen sie sich wieder und erreichen
den Detektor. In theoretischen Rechnungen kann dabei zwischen Streuung in positive
und negative Winkel € unterschieden werden, wie Abbildung 5.6 veranschaulicht.

Experimentell ist die Unterscheidung positiver und negativer Streuwinkel sehr schwie-
rig, und nur der Betrag des Winkels wird gemessen. Aus der Form des doppelt differen-
tiellen Wirkungsquerschnitts d?0/(dfcyd TKE) kann aber auf die Existenz negativer
Streuwinkel geschlossen werden.

— 4

Abbildung 5.6: Definition des Winkels #, links: Streuung in positive Winkel,
rechts: Streuung in negative Winkel.

Abbildung 5.7 zeigt den Wirkungsquerschnitt d*c/(dfcydTKE) als Contourlinien,
wie er experimentell bestimmt wurde (linke Graphik) und wie er in der Fermionischen
Molekulardynamik durch Simulation von 300 Reaktionen im Stofiparameterbereich
4.8fm < b < 7.5fm und b = 8.0,9.0,10.0fm ermittelt wurde (rechte Graphik). Die
Symbole geben die Ergebnisse anderer Modelle wieder [58, 59, 60].
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Abbildung 5.7: F-27Al: der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt
d?0/(dOcydTKE) als Funktion des Betrages |fcy| und TKE. Links: logarithmi-
sche Reprisentation der experimentellen Ergebnisse [57] mit einem Verhéltnis
der Hohen aufeinanderfolgender Linien von 1.93, Kreise und Dreiecke — Para-
metrisierung der Ablenkfunktion [58], offene Quadrate — Nordheim—Vlasov [59].
Rechts: logarithmische Représentation der Ergebnisse der FMD-Simulation mit
einem Faktor von 10 zwischen benachbarten Hohenlinien, volle Quadrate — HI-
COL [60].

Die rechte Graphik in Abb. 5.7 ist entstanden, nachdem die Ergebnisse der Simula-
tion den experimentellen Bedingungen, 3° < 0., < 54°, angepafit worden sind. Die
einzelnen Punkte (6cy, TKE) gehen als Gaufische Verteilungen dem Stofiparameter
entsprechend gewichtet mit A|fcy| = 1.9° und ATKE = 1.6 MeV in die Graphik
ein. Die Breite der Verteilungen dient dazu, die Form des Wirkungsquerschnittes zu
glétten.

Man erkennt, dafl die Fermionische Molekulardynamik das generelle Verhalten richtig
wiedergibt.

Fiir grofle Stoparameter tritt lediglich Coulombstreuung auf, d.h., die Reaktionspart-
ner erreichen den Detektor mit anndhernd der urspriinglichen kinetischen Energie. In
der Graphik ist dies bei |fcy| & 15° und TKE ~ 65 MeV zu sehen. Verringert sich
der Stoflparameter, spiiren die Kerne nicht mehr allein die abstolende Coulombkraft,
sondern auch die anziehende Nukleon—Nukleon-Wechselwirkung. Der bisher positive
Winkel Ocy; wird kleiner, TKE nimmt aufgrund gegenseitiger Anregung ebenfalls ab.
Ist der StoBparameter klein genug, tritt Streuung in negative Winkel auf. In Abbil-
dung 5.8 ist dieser Verlauf deutlich zu sehen. Gleichzeitig beriihren sich die Kerne
starker und ldnger und verlieren deshalb weiter kinetische Energie, die sich in Anre-
gungsenergie umwandelt.

Rechnungen mit einer Nordheim—Vlasov—Transporttheorie [59, 57] verneinen die Streu-
ung zu negativen Winkeln (offene Quadrate in Abb. 5.7 links).
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Abbildung 5.8: 9F-27Al: der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt
d?0/(dfcydTKE) als Funktion von fcy und TKE. Man erkennt deutlich die
Streuung in negative Winkel.

Links: Resultat bei Verwendung der experimentellen Bedingungen, rechts: Re-
sultat bei Verwendung der Bedingung Z < 11.

Irgendwann haften die beiden Kerne solange zusammen, dafl der beobachtete Reakti-
onspartner nach der Ablésung wieder unter einem positiven Winkel erscheint. Da fiir
lange Kontaktzeiten, in denen sich die Kerne wenigstens einmal umeinander drehen,
die Wahrscheinlichkeit fiir alle ¢y gleich wird, bildet sich ein in 6cy; gleichverteil-
ter Anteil des Wirkungsqueschnittes heraus, der bei der Viola—Energie vollstindig
relaxierter Stofle von etwa TKE =~ 20 MeV liegt.
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Abbildung 5.9: YF-27Al: der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt
d*c/(dZ,dTKE) als Funktion von Z und TKE. Links: logarithmische Repriisen-
tation der experimentellen Ergebnisse mit einem Verhiltnis der Hohen aufein-
anderfolgender Linien von 1.93, rechts: logarithmische Reprisentation der Er-
gebnisse der FMD-Simulation mit einem Faktor von 10 zwischen benachbarten
Hohenlinien.

Eine weitere Moglichkeit, tief inelastische Reaktionen zu beschreiben, ergibt sich
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durch die Darstellung der Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von der kineti-
schen Energie TKE und der Ladung Z eines Reaktionsproduktes. Dieser Diffusions-
plot ist in Abbildung 5.9 zu sehen. In der linken Graphik sind die experimentellen
Resultate, in der rechten die der FMD aufgetragen.

In der Graphik der experimentellen Ergebnisse ist durch den schattierten Bereich
zusdtzlich die Energieschwelle des Detektorsystems angegeben. Die FMD-Daten sind
ohne Beriicksichtigung dieser Schwelle gezeichnet.

Beide Graphiken zeigen fiir Z < 10 das typische Verhalten einer Verbreiterung der
Verteilung mit zunehmender dissipierter Energie. In Ref. [57] wird auflerdem darauf
verwiesen, dafl die Verschiebung des Maximums von Z = 9 zu Z = 8 auf Schalenef-
fekte hindeutet. Diese Verschiebung kann durch die FMD-Simulation nicht erhértet
werden.

Zusétzlich zu den experimentellen Daten kann man in der rechten Graphik fiir Z > 10
Reaktionsprodukte von unvollstdndigen Fusionen sehen. Bis Z = 13 tragen sowohl tief
inelastische Reaktionen als auch unvollstdndige Fusionen zum Wirkungsquerschnitt
bei, ab Z = 14 handelt es sich auf jeden Fall um unvollstéindige Fusion (eventuell
auch Protonentransfer).

Filtert man aus den Reaktionen alle Reaktionsprodukte mit 7 > 12 heraus, so
erhilt man zusétzlich zu den Beitrdgen der tief inelastischen Reaktionen und der
unvollstdndigen Fusionen auch noch die Verdampfungsrestkerne aus Fusionen, die im
Diffusionsplot bei kinetischen Energien nahe Null und grofien Ladungszahlen Z ~ 20
zu finden sind. Abbildung 5.10 zeigt diese Ereignisse.
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Abbildung 5.10: F-2TAl: der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt
d*c/(dZ dTKE) als Funktion von Z und TKE fiir Z > 12. Man erkennt deut-
lich die Verdampfungsrestkerne um 7Z =~ 20.

Es zeigt sich, dal die Fermionische Molekulardynamik in der Lage ist, die generel-
le Eigenschaften der Reaktion zu erkldren. Sie gibt dariiber hinaus aber auch die
Groflenordnung der Fluktuationen richtig wieder.
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Die Stédrke der Fluktuationen wird durch die folgende Abbildung 5.11 verdeutlicht.
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Abbildung 5.11: YF-27Al: d®c/(dbdfcydTKE) und d3c/(dbdZ dTKE) fiir
10 Reaktionen bei b = 6.7fm. Die Quadrate (HICOL [60]) gehéren zu einem
Stofiparameterintervall von 6.65fm — 6.75fm.

In der Abbildung ist auf der linken Seite der dreifach differentielle Wirkungsquer-
schnitt d®c/(dbdfcmdTKE) und auf der rechten Seite d*c/(dbdZ dTKE) fiir 10 Re-
aktionen bei einem einzigen Stofiparameter von b = 6.7fm aufgetragen. Die einzelnen
Reaktionen unterscheiden sich nur durch die Orientierung der Reaktionspartner.

5.2.2 Fragmentationsreaktionen von '2C und 2C

Die Schwerionenreaktion von 2C und *2C bei einer EinschuBenergie im Laborsystem
von E = 28.7 A MeV ist eher eine Reaktion relativ leichter Kerne. Sie wird in einem
Energiebereich untersucht, in dem schon Fragmentation auftritt. Der grofite Teil des
Wirkungsquerschnitts fillt dabei jedoch der Produktion von Alphateilchen zu. Im
Experiment erreicht der Wirkungsquerschnitt fiir die Bildung von Alphateilchen einen
Wert von 1752 mbarn [61].

Stellt man in Rechnung, dafl die Reaktionen fiir einen Stolparameter von b = 4.5 fm,
der in etwa dem Zweifachen des Ladungsradius entspricht, abbricht und nimmt man
zusitzlich einmal an, daf§ nur Alphateilchen produziert wiirden, so kime man auf
einen Wirkungsquerschnitt von ungefahr 3800 mbarn. Dabei ist noch nicht beriicksich-
tigt, dafl die experimentelle Apparatur Einschrénkungen unterliegt (4° < fp., < 36°,
Erap(*He) > 20...30MeV) [61].

Aus diesem sehr groflen Anteil, den die Alphateilchenproduktion im Vergleich zu
anderen Prozessen einnimmt, kann man schlieen, dafl der Kohlenstoftkern in guter
Néherung als ein aus drei Alphateilchen bestehendes System betrachtet werden kann,
so dafl man davon sprechen kann, dafl die Alphateilchen in der Reaktion schon vor-
formiert sind. In der Fermionischen Molekulardynamik ist diese intrinsische Struktur
des Grundzustandes deutlich ausgeprégt.
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Abbildung 5.12: 12C-12C Reaktionen bei verschiedenen Stofiparametern als

Contourplot der Einteilchendichte im Ortsraum. Die - und y-Achsen erstrecken
sich jeweils iiber 80fm.
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Abbildung 5.12 zeigt vier ausgewédhlte Reaktionen bei unterschiedlichen Stofiparame-
tern fiir Zeiten zwischen ¢ = 0 fm/c und ¢ = 400 fm/c. In jeder dieser Reaktionen
werden Alphateilchen gebildet. Es entstehen jedoch auch Fragmente und freie Nukleo-
nen, die in den Contourplots als ausgedehnte Verteilungen zu erkennen sind, da freie
Einteilchenwellenpakete im Ort auseinanderlaufen. Weil das System klein ist, kommt
es nicht zur Bildung einer langlebigen, zentralen, heiflen Quelle. Vielmehr geht die
Reaktion sehr schnell vonstatten.

Da die Alphaclusterstruktur der Kohlenstoftfkerne durch die zentrale Wechselwirkung,
die nur einen Ortsaustausch enthélt (4.121), nicht gebrochen wird, bleibt die Alphaclu-
sterstruktur im Verlauf der Zeitentwicklung im wesentlichen erhalten. Fiir eine bessere
Beschreibung der Fragmentverteilung ist deshalb eine Nukleon—-Nukleon—Wechselwir-
kung, die Spin-Bahn- und Tensorterme einschliefit und damit die Alphasymmetrie
bricht, unumgénglich. Die Alphaclustersymmetrie wird deshalb in den folgenden Re-
aktionen durch kleine Auslenkungen der Nukleonen aus ihren Ruhelagen explizit ge-
brochen.

Abbildung 5.13 zeigt den totalen Wirkungsquerschnitt fiir die Produktion verschiede-
ner Isotope in einem Stofiparameterbereich von 0 fm < b < 5.25 fm. Man erkennt,
daB das zweithiufigste Reaktionsprodukt ?C im Experimenet lediglich den siebzehn-
ten Teil des Wirkungsquerschnittes besitzt, den das Alphateilchen erreicht.
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Abbildung 5.13: 12C-12C: Totaler Wirkungsquerschnitt fiir die Produktion
einzelner Isotope. Die offenen Symbole geben die experimentellen Resultate
wieder [61], die vollen Symbole das ungefilterte Ergebnis der FMD-Simulation.
Verbundene Symbole gehéren zum selben Element.

Man erkennt, daf die FMD-Simulationen, die bei 1000 fm/c abgebrochen werden, die
Wirkungsquerschnitte nicht in voller Genauigkeit wiedergeben kénnen. Das hat ver-
schiedene Ursachen. Die erste liegt in der schon erwidhnten Struktur der verwendeten
Wechselwirkung, die die Bildung von Alphaclustern bevorzugt. Das explizite Bre-
chen dieser Symmetrie im Grundzustand verhindert nicht, daf§ die Wechselwirkung
im Zeitverlauf versucht, diese Symmetrie zu restaurieren. Die Wechselwirkung muf

113



um die symmetriebrechenden Terme der Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung erweitert
werden.

Eine weitere Ursache, die sich insbesondere auf die Abweichungen bei den Isotopen
mit Massenzahlen kleiner Zwolf bezieht, liegt in den unterschiedlichen Zeitskalen der
in der Reaktion ablaufenden Prozesse. Die Fragmentation des Systems, die bei dieser
Energie in Zeiten von etwa 200 fm/c abliuft, kann innerhalb der Simulationszeit gut
beschrieben werden. Die Abregung der resultierenden angeregten Fragmente geschieht
jedoch iiber einen Zeitraum von mehreren Tausend fm/c und liegt damit auflerhalb
der Simulationszeit. Die Fermionische Molekulardynamik ist in der Lage die Abre-
gung angeregter Kerne durch Nukleonenevaporation zu beschreiben, fiir angeregte
2C-Kerne konnte in Simulationsrechnungen bis 5000 fm/c gezeigt werden, daf je
nach Anregung die unterschiedlichsten Restkerne mit A < 12 entstehen kénnen. In
den Modellen der QMD und der AMD werden diese im Vergleich zur Fragmentati-
on langsamen Prozesse durch einen an die dynamische Simulation angeschlossenen
Zerfallscode simuliert.

5.2.3 %°Ca-*°Ca bei E,,, = 35 A MeV

Als Abschlufl und Ausblick dieses Kapitels soll eine Reaktion untersucht werden,
die mit verschiedenen Modellen analysiert worden ist und dadurch mehrere Fragen
aufgeworfen hat [62]. Es handelt sich bei dieser Reaktion um die Schwerionenkollision
von *°Ca und #°Ca bei einer Einschulenergie von E = 35 A MeV im Laborsystem.

Die Reaktion ist mit den Modellen der Quantenmolekulardynamik [11], dem stati-
stischen Modell GEMINT [29], dem Modell der simultanen Multifragmentation [28]
sowie der Antisymmetrischen Molekulardynamik [10, 11, 12] untersucht worden. Sie
eignet sich deshalb hervorragend, um mit diesen Modellen zu vergleichen.

Ein kontroverser Punkt der Reaktionsbeschreibung ist die Ausbeute an Protonen,
Alphateilchen und Fragmenten (IMF). Insbesondere zeigt sich keines der zitierten
Modelle in der Lage, die Haufigkeitsverteilung der Alphateilchen wiederzugeben, die
ein Mittel von 5.2 Alphateilchen pro Reaktion aufweist. Dies hat verschiedene Ursa-
chen, von denen hier nur zwei angedeutet werden sollen. Im Fall der QMD, die einen
Produktzustand als Versuchszustand verwendet, kommt es wegen der fehlenden Anti-
symmetrisierung und der Gleichsetzung von Protonen und Neutronen als Nukleonen
nicht zur Ausbildung von Schaleneffekten im Grundzustand der Kerne, die sich in der
Alphaclusterstruktur duffern. Im Fall der AMD, deren Versuchszustand eine Slaterde-
terminante ist, kann man diese Schaleneffekte in den Grundzustdnden beobachten. In
der Dynamik konnen sich freie Alphateilchen jedoch nicht bilden, da die Bewegungs-
gleichungen auf feste Breiten der Einteilchenwellenpakete eingeschrénkt sind. Dieser
Freiheitsgrad ist aber fiir die Beschreibung der Nukleonenevaporation und von Frag-
mentation unerldflich [5, 8]. Um diesen Mangel zu kompensieren, werden im Modell
der Antisymmetrisierten Molekulardynamik drei zusétzliche Mechanismen konstru-
iert. Der kurzreichweitige Anteil der Nukleon-Nukleon—Wechselwirkung wird durch

114



eine Langevinkraft simuliert, die zu hohen Impulsiibertrdgen fiihren soll. Durch eine
stdndige Korrektur der Nullpunktsenergie des Schwerpunktes soll die Bildung von
Fragmenten erleichtert werden. Zusitzlich wird eine stochastische Kraft eingefiihrt,
die nur am Kernrand wirkt und so die Nukleonenevaporation verbessern soll [12]. Mit
diesem Modell, das als AMD-V bezeichnet wird, kénnen die Multiplizitdten letztend-

lich beschrieben werden.
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Abbildung 5.14: *°Ca-*°Ca Reaktionen bei einem Stofiparameter von b =
0 fm, links: Zeitentwicklung in der Antisymmetrisierten Molekulardynamik fiir
t = 0,60,180,240fm/c mit Achsenlingen von jeweils 80 fm, rechts: Zeitent-
wicklung in der Fermionischen Molekulardynamik mit den gleichen zeitlichen

Absténden.

Die Abbildung 5.14 demonstriert, dafl es moglich ist, den Reaktionsverlauf und die
dabei zu beobachtenden Phidnomene durch den Ansatz eines Versuchszustandes zu
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beschreiben, der die relevanten Freiheitgrade enthélt. Dieser Versuchszustand der Fer-
mionischen Molekulardynamik enthélt sowohl die fiir Evaporation und Fragmentation
erforderlichen zeitabhéngigen Parameter der Breite als auch die fiir die Beschreibung
der Abbremsung der Reaktionspartner notwendigen kurzreichweitigen Korrelationen.
Jedoch sind auch in der Fermionischen Molekulardynamik noch Abweichungen der
berechneten Fragmentverteilungen von den experimentellen zu beobachten (siehe Ab-
bildung 5.13), insbesondere ist die Alphaclusterstruktur in einigen Grundzustdnden
zu dominant ausgeprigt. Es ist aber der falsche Weg, diese Abweichungen durch
Hinzufiigen willkiirlicher Mechanismen korrigieren zu wollen. Fiir die Fermionische
Molekulardynamik bedeutet das, dafl auch die Terme der Nukleon—Nukleon—Wechsel-
wirkung beriicksichtigt werden miissen, die eine Brechung der Alphaclustersymmetrie
bewirken.

In der linken Spalte ist der Zeitverlauf eines typischen Ereignisses der Antisymmetri-
sierten Molekulardynamik (ohne stochastische Kraft am Kernrand) als Contourplot
der Einteilchendichte im Ortsraum abgebildet [12]|. Die drei rechten Spalten zeigen
FMD-Simulationen bei demselben Stofiparameter.

Vergleicht man die linke Spalte mit den drei anderen, so erkennt man, dafl die Kal-
ziumkerne im Modell der Antisymmetrisierten Molekulardynamik im wesentlichen
ungehindet durcheinander hindurch fliegen. Sie sind zwar angeregt und evaporieren
einige Nukleonen, jedoch kommt es trotz kurzreichweitiger Zufallskraft und Schwer-
punktskorrektur weder zum Abbremsen der Kerne noch zur Fragmentation. Die drei
rechten Spalten zeigen Simulationen im Modell der Fermionischen Molekulardynamik
bei demselben Stofiparameter von b = 0 fm. Hier kommt es zur Ausbildung eines
komprimierten und hochangeregten Nukleonensystems, das im weiteren Zeitverlauf
fragmentiert. Es entstehen dabei freie Nukleonen (breite Verteilungen), Alphateilchen
und Fragmente bis zum Kohlenstoff.

Zukiinftige Untersuchungen werden sich mit der statistischen Auswertung der Ca—Ca—
Reaktionen befassen. Dazu ist jedoch ein grofler numerischer Aufwand notig, denn die
Berechnung eines Ereignisses (A = 80, ¢ = 300 fm/c) benétigt etwa 24 Stunden CPU-
Zeit, auf einer Workstation RS6000/590. Deshalb wird es in Zukunft auch darum
gehen, die numerischen Methoden zeitlich zu optimieren. Ein Problem wird dabei
aber immer bestehen bleiben, der numerische Aufwand ist wegen der Berechnung
der Matrix A, (Q) proportional zu A*. Diese Eigenschaft resultiert direkt aus der
Antisymmetrisierung des Versuchszustandes und kann, da die Antisymmetrisierung
ein genuiner Bestandteil der Fermionischen Molekulardynamik ist, nicht verédndert
werden.
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A. Grundlegende Formeln

A.1 Einteilchenwellenfunktion

Zwei dquivalente Darstellungen der Einteilchenwellenfunktion lauten:

(Z1q(t) = exp{—i} ® [x(®)o(t)) @ |€) (A1)

)
~ exp{—ww(w-f}@ Be®) @ |¢)

Die komplexen Grofien b = 53 + igf und a = ag + tay lassen sich nach folgenden
Formeln in die reellen Groflen 7 und p umwandeln:

-

b = 7F4iap =7 —ap +iagp (A.2)
7= bp+ b
ar
o 1 T
p = —br
aRr

Die Uberlappmatrixelemente errechnen sich zu:

* 3/2 T % 7 \2
a; a (bk — bl )
=12 e — ——— SuT, A3
(qr|@) ( Taz+al> XP{ 200t + @) kid Kl (A.3)
Dabei benétigt man die Spin- und Isospiniiberlapps:
Sy = ( Xk¢k‘Xm¢m ) (A-4)
cos Xk cos A + sin Xk sin &e_i(‘z’k_‘ﬁl)
2 2 2
Ty = < "Sk:|§m >

. G () (D)

In Impulsdarstellung lautet die Einteilchenwellenfunktion:

(Fla) = atep{—3 oF? —iF T}o o) 1€)  (A5)
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A.2 Charakteristische GroBen eines Wellenpaketes

normierter Einteilchenzustand:

5 -3 aR
(Z]q) = (mag) 4exp{7 pz}exp{ oa }
b _3 3 AR _9 1
(Flg) = (ran) Fadexp{ %2 5} exp {2
mittlerer Ort:
(Z) ="
Ortsunschirfe:
(22) - (g)2 =2l
mittlerer Impuls:
(k) =7
Impulsunschérfe:
- - 3
k%Y — (k)?P=2—
(B = (B =5
Unbestimmtheit:
3 2
Ax Ak =—,|1— a_21
2 ap
kinetische Energie:
1
(L) =5 5+
~ 2m 2CLR
Energie im harmonischen Oszillator
(hy =2 [2 52]+1 2 |3lal
~ 2m [2ap 2 2ap
1, 1 ,, 103
o T2 T e T
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-k -Fle xe)e |6
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(A.11)
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A.3 Kinetische Energie

Erwartungswert der kinetischen Energie:

A k2
(T) = Z t lq) O , I’ZQN—m
k1
(A.14)
N
1 3 by — b
t = — | =
(| i q1) omy | af + @ (a2+az) (gxlqr)
Ableitungen [8]:
2
0 1 b*—bl bl
- t = A.15
<ab*qk| @) 2mak+al (ak+al ak—l-a) )<qul> ( )
9 3 AN
" _ 2 k1 A.16
(Gag el Lla) {Qm ak+a12( a az+al * (a;;+al) ) (4.16)
N
1 fbp=b) 1 7 = b
— - + s
(ak+al> 2( ay + a (az—lral) )]<qul>
9 Xk . Xi _ (aelt @)
—q | t = —isin2=gin e (P , A7
<3¢qu|N|m> 2 2 { Xk Bk | X1, b1 ) ( )
9 1 Xk Xi
9t _ - (_ Ak g 2 Al
<anQk|N|Qz) 7 ( SlIl20082 (A.18)
<Qk\L|Qz>

Xk o Xt z‘(mm))
+cos—sin —e
2 2 <Xk>¢k|Xla¢l>

Erwartungswert von 77:

A
<Z2> = Z |Ql ) O,
k,l
A
k,l,m,n
(A.19)
- Sy 2\ 2
1 3 by —b
t2 — . k l
el L) = (+ <+) )

- - 2
2 3 by, — b
* * —2 k; (qkla)
ap +a; \ ap + a ay + a;
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A.4 AuBerer harmonischer Oszillator

Erwartungswert des Potentials:

Zi.'Z

~J

- - 2
3a; ap alb* + &*bl
S+ ( £t (grlqr)

DN | —

(¥) = Z (Gl v @) O, v =
k,l

)

(A.20)

(ol ¥ @) = 5 mw

2 ay + a ap +

Ableitungen:

0 1 9 [ 2ay algz + azgl gz - 51
v = —Mmw — v
<é)b* | Y @) 5 i ta ( T (qr|qr) P (@l v @)

(A.21)

<Qk\Ql>

0 1 | 3a} ab +a*g a (b — b,
< + 4k | v |ql) = = muw? *7l2 ) l k* kU1 l(*k 12)

- -0\ 2
i LA b — b
R + y
2 laz az—i-al (az+al) ]<Qk| ~ |QI>

Die Ableitungen beziiglich der Spinfreiheitsgrade errechnen sich wie im Beispiel der
kinetischen Energie angegeben (A.17 und A.18).

A.5 Ableitungen der Uberlappmatrix

Ableitungen nach den Ketparametern [3, 8]:

0 b* b,
( £Qz> <+ (ar @) (A.22)
!
N
) 1(3 3 b — by
ol Bl A.23
<Qk|a Q)= 2( az+al+<az+al>)<qul>’ ( )
9 Xk XU —i(¢r—n) (qe| @)
—q;) =1 sin == sin = e™"* , A.24
<Qk|3¢lqz> 2 2 { Xks r | X0, 01 ) ( )
1 .
(x| in) < cos X gin Xt 4 gin X£ cog &e_z(‘ﬁ’“_‘m)) (2| @)
X 2 2 2 2 <Xk7¢k‘Xla¢l>(A 25)

Ableitungen nach einem beliebigen Parameter 7, im Bra:

(aiimlqm = ((%\%m)) (A.26)
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Ableitungen in Bra und Ket [3, 8]:

o .0 S (b= b)) (0L — b
<abZ Qk|%(ﬂ>_ ( J ( k l)( kj l])><qk|ql>
% J

a; + (a} + a;)?

(A.27)

fiir die drei Raumrichtungen 7,5 = 1,2, 3.

0 0 1(3 3 by —b 1(3 3 by —b
(ggril5, @) = {(** +(f l)) (* +(f l))
ay " Oay 2\a; ai+aq ay + a 2\ g+ ay + a

N
1 1 3 by, — by
+ - — , A28
az+al(2az+al (az—kal) )}<ka> ( )
- o N
0 0 by —b 1 3 5 by — b
—q) = S - + . (A.29
<8azqk‘ablql> ay +a; 2 (az ay + a (az—l-al) ) (o] @) ( )
9 9 COXE XU it (ala)
— Q| =— = sin 22 gin 2= e(#k =) , A.30
<a¢ka|a¢lm> 2 {Xx> Dr | X1, 01 ) ( )
i il — 1 _ Xk Xt Xk Xt e~ U(Pk— ¢z))
( qk\8qul) = 4( sin 5 sin 5 COS T COS T
(%\%)
, A.31
<Xk:a¢k|Xla¢l> ( )
0 0 0 Xk Xl —i(op—n) (arla)
— Q| =— = —C0S = sin == ¢  “PkT% A.32
<3X @ 3¢lQI> 2 2 2 { Xk Ok | X15 01 ) ( )
0 0 1 Xk (% —1) (anlaq)
A=—q | — = — Lsin Xk cos X miton—an , (A.33
<3¢ka|3le> 2 2 2 {Xt> Dr | X1, 01 ) ( )
o 0 Br=b Xk . X _iee (ar|a)
— S = —1 sin 2= gin == ¢ "%k ,(A.34
<3¢kq ‘ablql> ay + a 2 2 { Xt O | X1 1) ( )
0 0 b1 Xk Xi Xk . Xi —i(¢k—¢l)>
(anqk|aglql) = az+a12< sm2 0082-1-0052 sin 7~
<Qk\(h>
’ A.35
<Xk:a¢k|Xl>¢l> ( )
NG
0 0 1(3 3 by — by
— | = = - | == + A.36
<8¢qu‘8alm> 2 (al az—l-al (G,;;'f‘al) ) ( )
( 1 sm& sin = Xt e Mo ‘m) (g @) ,
2 2 { Xk> O | X1, 01)
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- — 2
15} 0 1(3 3 by — b
—_ = | =- + A.37
<6quk‘ aCLIQZ> 2 (al G/Z-i-al (a};-l—al) ) ( )
E (— sin 2F cos A + cos Ak gin X e_i(¢k_¢l)> (ge] @)
2 2 2 2 2 { Xk» Ok | X1 1)

Alle anderen gemischten Ableitungen kénnen durch die folgende Identitét erhalten
werden.

0 0 0 0 ’
= — A.38
< orx | 6T,§qk> (< ors - or)y & >) ( )

K
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B. Statistik

B.1 Matrixelemente zum statistischen Operator

B.1.1 Freie Bewegung

(qn] exp{=08 L} |a)

95 (qr] exp{—0 L} |a)

3 - -
* 2 b¥ — b )2
= <2w7akal B) expqy — (% l)ﬁ
ap+a+ L= 2(a; +a+ =)

B.1.2 Harmonischer Oszillator

{(qr| exp{—=8 huo} |@)

3
T \2 3 mw/(= »\> Mws = Y
= () eXp{_éﬁ“_T(”k_bl> ‘Tbk'bl[l‘“]}

ap

0
——=— (q| exp{—8 huo} @) = F w+ 5

(B.1)
o S 2
B L 3 _ by — b
T 2m az+al+% aZ%—aH—%
X (ak| exp{—5 t} @)
1
(B.3)

m w?

: -5 07 ol (= Jo} )
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B.2 Kanonisches Ensemble des harmonischen Oszilla-
tors

Fiir A identische Fermionen mit gleicher Spinquantenzahl kann die Abhéngigkeit der
mittleren Energie von der Temperatur fiir den eindimensionalen harmonischen Oszil-
lator analytisch angegeben werden!. Die Zustandssumme lautet

Z(p) = ) <i<n eXp{_ﬁ (E(nl""’nA)_ )} lcl;Il —|—exp1 (—Bwk)
E(ny,...,na) =w ;<n+%) (B.4)
EO(A):Zw(Ql;—l) ,

damit ergibt sich

wmiy, = B £ (%) ws

k=1

B.3 Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators

Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators lassen sich in sehr guter Néhe-
rung aus dquidistanten Gauflschen Wellenpaketen erzeugen. Dies hat den Vorteil, dafl
sich die zur Berechnung der Besetzungszahlen nétigen Uberlapps einfach ermitteln
lassen. Dazu geht man fiir den eindimensionalen Oszillator am besten von einer li-
nearen, dquidistanten Anordnung Gaufischer Wellenpakete aus und bestimmt durch
zweimaliges Diagonalisieren die Eigenzustéinde des Hamiltonoperators.

Bezeichnung: |¢? ), Anzahl N

NB 41\ | 1
@) = i =a(k- ) moa= ) me

Inverse Uberlappmatrix:

(0%), = (ald?) (B.7)

!Diese Formel geht auf Jorn Knoll, GSI Darmstadt, zuriick.
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Orthonormalbasis durch Diagonalisieren der inversen Uberlappmatrix [5]:

NB NB

1
> O Cok = 0kCri |OP5k) = (0k)? Y Cor | ¢) (B.8)
n=1 n=1

Matrixelemente von Apo in dieser orthonormierten Basis:

NB

(OB5k| huo |O%51) = (00)7 ()7 Y. (Co)* Cut{dZ | huo | ¢%)  (B.9)

m,n=1

Nochmaliges Diagonalisieren, diesmal von (OF;k| huo |OP;1), gibt approximative
Eigenbasis des harmonischen Oszillators:

NB
> (O%m| huo |O%;n) Dy = hiDps (B.10)
n=1
NB
1
n) = z:(olc)5 Clk:Dnl\qg)
k=1

Die so gefundenen Zusténde |n ) entsprechen fiir ausreichend kleine Abstéinde d der
urspriinglichen, linearen Anordnung Gaufischer Wellenfunktionnen sehr gut den Ei-
genzustinden des Harmonischen Oszillators [5]. Dies zeigt auch folgende Graphik,
in der die Differenzen der in (B.10) berechneten zu den exakten Eigenwerten darge-
stellt sind. Zumindest die ersten 13 Zustdnde zeigen in ihrer Energie keine relevante
Abweichung.

1
110005r| LA DL LU BN R DL DL l(')(l)(')(l)o@i
3 00
107k o 1
%10'{! o6 2
, 1038k 1
107 “o :
<10®%F o oo 1
N S 1
1077 B~ PR IRV U S U NV B B

0 2 4 6 8 10121 16 18 20
I

Abbildung B.1: Abweichung der Energieeigenwerte von den exakten Eigen-
werten im Raum von 21 nicht orthogonalen Gauflifunktionen aufgetragen iiber
der Quantenzahl des jeweiligen Zustandes
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C. Kurzreichweitige Korrelationen

C.1 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

Schwerpunkt- und Relativkoordinaten sowie die entsprechenden Parameter:

— — — — - 1 —

Tig = T1 — T 1=Xp+ 3 T12 (C.1)
X9 == (&1 + 79) Ty = X9 — = T12

2 2

— - - - — 1 -

big = by — by b1=B12+5512
— ]_ — - - — ]_ -
By = B (bl + b2) by = Byy — B b2
> 1 /- = - 1 = S
kig = 3 (/ﬁ - kz) ki = 3 K1y + kqg

— — — - 1 — -

Kig=Fki +ky k2=§K12—k12

C.2 Wirkunsweise des unitdren Korrelationsoperators

exemplarischer Beweis der Identitédten (4.20):

(71 Clo) = exp{-; $(0)— 22 _ ) 2 } 4() (€2)

~ Jim 1+%{—%s'(x)—@—s(x)i}rgb(f)

n—oo

= fim 1421 {—%s'(x)—s(m)i}x} 6(7)

”—m_ nT ox
1 1, 9 B
- ! exp{—5 ¢(a) - (@) - } » 6(@)
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C.3 Wechselwirkungen und ihre Matrixelemente

C.3.1 Coulombwechselwirkung

Die Coulombwechselwirkung wird vom Korrelator kaum beeinflufit, da sie langreich-
weitig ist. Der Erwartungswert dndert sich deshalb kaum, geht man vom unkorrelier-
ten zum korrelierten System iiber:

(¥) = sp(z2®)~sp(y2”) (C.3)
1 A
R 5 Z <qul‘ ,7\{ ‘Qan>(Omk0nl - Omlonk>
kI mmn
wobei

v
v(ry) = —~P'®@P"; Vy=144MeV fm

T12

Skm und Ty, bezeichnen die Spin— und Isospiniiberlapps, Irjp den Projektor auf Pro-
tonen und P} = die Matrixelemente dieses Projektors.

Definition des Projektors auf die Protonen:
(1 +&m) | gm) (C.4)

Pho= (&I 1a)=5 (1+a)ala) (C5)

Dabei ist &,, = 1 fiir Protonen und &, = —1 fiir Neutronen.

DN | =

Bp |qm> = Bp ‘Fmaﬁmaam7Xm7phim7§m> =

Das Radialintegral
- - ]_ g -
Ritmn = /d3$1d3$2<bk s (k3 by, ay | 513_7’2)—(_’152 | b, U bn, an)
T12

kann nur fiir Spezialfille analytisch angegeben werden.

Diagonalterme des Potentials:

(gea] 2 | grar) Vi N
T = — e/ ——ru o Py P C.6
(gra| grar) Thl 9 KTk I (C.6)

Die Abkiirzungen sind folgendermaflen definiert:

T = [Tk — 77| (C.7)
2arr MR
agrlar|? + aig|ak|?

erf(z) := %/Ozduexp{—uz}

Ak:llcl
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Die Coulombwechselwirkung innerhalb des Kerns ist kleiner als die Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung, aber langreichweitig. Fiir groffe Entfernungen tragen nur die Diago-
nalterme bei, im Kern wird mit einer Faktorisierungsndherung gearbeitet. Dazu wird
der exakt berechenbare Erwartungswert einer Ndherung des Coulombpotentials durch
GaufBifunktionen mit Niherungen verglichen, die nur die Diagonalterme der Coulomb-
wechselwirkung beriicksichtigen.

Anpassung von 12 Gaufifunktionen an das Coulombpotential:

12 ) .’L'Q
V(1'12) = Z‘/g exp {—ﬁ} (CS)
=1 7

i| Vi/MeV | r;/fm
1 83.22 [ 0.01 100 £
2 69.44 | 0.02 i
3 27.76 | 0.04 ~
4] 1110 0.08 x 0
5 6.94 | 0.16 =
6 3.47 [ 0.32 S|
7 1.94 | 0.64 A
8 0.69 | 1.28 i
9 0.40 2.56 0.1k
10 0.29 | 5.12 '
11 0.01 | 10.24
12 0.17 | 20.48

Abbildung C.1: Approximation von des Coulombpotentials durch 12 Gauf-
funktionen. Links: Stdrken und Radien entsprechend Gleichung C.8. Rechts:
Vergleich der Approximation (durchgezogene Linie) mit der urspriinglichen
Funktion 1/7 (unterbrochene Linie).

Die Ndherung der Coulombenergie lautet in der Faktorisierungsnédherung

A <
e | V Coul \Qle> <Qk(Jl\Qqu)
Veoou(®) = E s 1-— + ex -
Cou(@) k<l (@eq|aea) (( )+ p{ (Teq|aeq)

1 A o |G .
Y = erf¢— + Z (gkgm|g qk>+(qlq |gmau) .

(C.9)
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Yx: ist ein Maf fiir die Dichte in der Umgebung der Wellenpakete £ und /. Sind k£ und
[ Protonen, und nur diese Matrixelemente tragen zur Coulombwechselwirkung bei,
zahlt v, die Protonen, die mit £ und [/ {iberlappen.

1.0

(MeV)

0.6
Lol

0.0

r T T T ] 5 F T T T T T T ]
Sl . d/\d
sl o
L i > 3 d
W5 F —Gauss 7
---D
—DC
[ 1 N 1 N 1 N 1 0 [ N 1 N 1 N 1 N 1 N 1
0 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
d (fm) d (fm)

Abbildung C.2: Niherung zur Coulombenergie. Links: Coulombenergie zwei-
er Protonen als Funktion des Abstandes der Zentren der Wellenpakete. Rechts:
Coulombenergie eines '2C-Kerns als Funktion des Abstandes der Alphacluster.
Die fette durchgezogene Kurve kennzeichnet die Rechnung mit dem durch 12
GaufBfunktionen gendherten Coulombpotential, die gestrichene Linie das Ergeb-
nis, wenn nur die direkten Terme verwendet werden und die diinne durchgezo-
gene Linie das Resultat der dichteabhéngigen Nidherung nach Gleichung (C.9).

Die Grenzwerte grofiler Abstiande |7, — 7| liefern fiir die Coulombwechselwirkung:

v
(@ | v | qkar ) . Eplfkpﬁ
<QkQI |quz> Tki

(C.10)

Ableitungen der N&herung:

0
—V
oqu

YA bedeutet, dal I # m, Zf<z !

(@)

ZI [% <QmQZ | Y ‘qmql>] ((1 —’sz)+’7mlexp{ _ <qmql|QZQm> })

l (Gma| gmar) (@@l Gmar)

i, (gmat| ¥ | gmar) li %nl] (_1+6Xp{ _ (qqulqzqm)}>

i (Gm@lgma) | Oqu (@m@|gma)

AL (gm@ | V| Gma) 0 m m
5 | D e d — $Om@]0idn)

; (gm @ Gmar) 4y (@m@| gmar)

A (a2 laa)| o (| qqr)
> M| | —l+expy — 7—
k<l (aea|lawq) 4y (@eq| @)

bedeutet, dal k£ # m und [ # m.
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Die Ableitungen von vy; lauten fiir £ = m:
Gmn|GnGm) N

2 . 1 +XA:" {

9 = wd |2

o, ™ Top 2 5 (@mn|@m@n)
A

x )

bedeutet, dal n # m und n # [.

(agulgam) |
(m%\%%)) } (©1

0 {gm4n|ngm)
0qu (Gmn|dman)

EA”
Die Ableitungen von ~y; lauten fiir m # k, I:
0 2 L (e | (@gloa)
" Qk9n|9ndk q1dn|9nq1
— = —expy—| = + + C.12
9. /T { (2 ; (<Qan|Qan> (m%m%))} (€12
0 <<Qka|quk> + <QIQm|qul>>
(@qm|01Gm)

>< -
g \ {QkGm | Gm)

Die Ableitungen des Produkttermes der Coulombwechselwirkung lauten:
—)\klleQ } — ielrf{\/ —/\I;lkl Tkl}]

0 <QkQZ | ,2 | qkq1 > 2 /\klkl
= W exp gy — kl
darr  (Geq|ara) V 7 2 Tki
T 0Tk
ML C.13
T,zcl (9 arRr ( )
n Vo exp )\kllez 0 Akiki
V27TAklk:l 2 kt aakR
o (ma!|? ) 2 Mitki Akikl o 1 Akikl
=V, ——ry foA =Tk
darr  {qrq|qrar) ™ 2 Tkl 2
—_ C.14
r2,  Oagr ( )
n Vo exp /\kllez 0 Akt
vV 2 WAklk:l 2 M 0 Q1
o (aa| v o) 2 Akiki Akikl o 1 Akiki
° = V; — il —erfd \/ ——Tk
Obrr (gea|ga) m 2 Tkl 2
) 0
X T @ (C.15)
Tk Obkgr
o (ma| v |aea) 2 Ntk Akiki 9 1 Akikl
- = % exp — =T ¢ — —erf — Tkl
0 br (gl gea) ™ 2 Tkl 2
7 0
. L @R (C.16)
e Obrr
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Ableitungen:

—

X Tk

dbrr

ooy
o7y

0 aLR
0Ty

0 agr

0 )\klkl

0 arR

0 /\k:lk:l

0 akr

=1 (C.17)
_
kR
a —
= ——bu
kR
1 -
= —bis
arRr
1 \al|2+2ak3am
= Mgt | — — 3 3
akr  Gxr|a|? + ar|al
2akrmR 9 Qg1
= At | — — )2 kL
klkl( agr|ar|? + aig|ak|? klklakR

C.3.2 GauBférmige Potentiale

Radialintegral:
oL 1 —29)2 oo
Rklmn(TQ) = /d3$1 d3$2 <Qk(11 | T12 2 > €xXp {—%722) <I1$2 \ Qan>
5 3/2
= (2n) (T zklm") exp{ —€ximn } (C.18)
Nklmn
Zklmn ;3 Pt
eXP{ i (ﬂkm + ﬂln)2}
Nkimn
1 72 = >
exp{ 3 (hkzmnﬂzm + hlknmﬁzzn)}
Nklmn
Abkiirzungen:
Zktmn Q] A Qp (C.19)
hklmn = aiam(af + an)
Netmn = T2(a} + am)(a) + ayn) + 2a5am(af + a,) + 20} an(af + )
gz 2 B’;ﬁ 2 B’m 2 gn 2
€klmn = * * Py By
2a;  2a] 20, 2a,
- bt by,
ﬁkm = _k* -
a; G
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Aus Symmetriegriinden werden nur die Ableitungen im ersten Index benotigt:

Tszlmn == % {_bz + 2(ﬂkm + ﬂln) M + TZ M ﬁkm} Rklmn (020)
8[)2 ak Nkimn Nkimn

—  Riton, = R — — C.21
oay M { 2 [Zklmn < oay Nkimn \ 0} ( )

o N
Zktmn [ = - bt 1 [bF
Nklmn ay 2 \ag

+[ 1 <8zk1mn> _ Zkimn <8nklmn)] (ﬂl:m + ﬂ;n)2

Nkimn 80‘2 nilmn 80‘7;
1 T2 ahklmn =2 ahlkznm oY) 3 57;
+2 Nktmn |: 8@2 /Bkm aaz ﬁln kl ﬁk CLZZ
1 72 [Ong ) 7 3
—_— mn hmn2+hnm2 Rmn
5 n%lmn( 0@2 ( kl ﬂkm Lk 6ln> kl
mit
8hklmn
= am a* + A, 022
o (dF + ) (©22)
8hlkm'm = a*a
oay e
aZk:lmn *
= ; QmQy
oa;, :
an mn * * *
kl* = r2(al + U/n) + 2al an + 2am(al + an)
oay

C.4 Alternative Parametrisierung

HQ)=(QICTHC Q) (C.23)
:T(Q) + V(Q) + ﬂIC(Q) + VCOU](Q) .

T(Q) = {ax| T |a) O - (C.24)
kL
_ (qra] Zsum @) a _1
N = kZ<z (@ea|awar) P { 4Ckl} (C.25)

A
Chl = Z (<qkqm|mek> + <qlqm|QmQZ>> ‘

it \ @kl @km) (@m0
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x? . . .
Vourn(z12) =Vorexp { = T2 (wy +miP7 + b7 + b P7) (C.26)
01

x? . . .
+‘/02€Xp{ — T—;Q} (UJ2+m2£T+b2£U+h2£T>
02

Vor = —7.10MeV ;  rg; = 1.16fm

wy; = 8.700, my =5.610, b, =7.860, h; =—21.170
Voo = —31.90MeV ;  1py = 2.22fm

wy = 0.133, my =0.514, by =0.085, hy = 0.268

A 2
C T
T =V exp{ —
nc(Q) 0 Z (2041 + 302)3/2 xp { 20 k1K1 + %cz}

k<l
X | (1= Yu) + viexp g — (sl age)
<QkQL|qul>

(C.27)
1 2 <Qk:Qm|qmqk> <QZQm|qmql>
Y = erf¢— + +
. {2 m;,l ((qkqmlqkqm) (0G| 91Gm)
Parameter:
Vo = 100 MeV fm®  Stéirke (C.28)
¢c = 0.6fm Reichweite
Abkiirzungen:
The = |Th — 77 (C.29)
_akrla]® + arlag)?
Oklkl =
2arr qR
A 1%
VCoul(Q) — Z <quZ | 4, Coul |QkQZ> (1 _ ’Ykl) + ik €XD _ (qkql|qlqk) -
k<l <QkQZ|QkQZ> <QkQZ‘Qk:QZ> (0_9/)
1 & ({emlgmar) | {@Gmlgma)
Yoo =erf 4 o+ + : C.30
; {2 m%l ((qkqm\qkqm> (@G| @1dm) (C.30)
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Mit der alternativen Parametrisierung ergeben sich die folgenden Grundzustandsda-

ten:

Isotop Ep EB/A < },.g > < I;I > /A Tems Tems
(MeV ) | (MeV) | (MeV)| (MeV) | (fm) | (fm)

“He -28.296 -7.07 -28.32 -7.08 1.63 | 1.63
2¢ -92.163 -7.68 -91.36 -7.61 2.42 | 2.79
160 -127.62 -7.98 -127.7 -7.98 2.73 | 2.84
19p -147.80 -7.78 -143.3 -7.54 2.87
#Mg || -198.256 | -8.26 -196.7 -8.19 295 | 3.17
2TAl || -224.952 | -8.33 -216.9 -8.03 2.95 | 3.13
2GS || -236.537 | -8.44 -238.3 -8.51 3.04 | 3.24
29 | -271.783 | -8.49 -273.4 -8.54 320 | 3.35
0Cy || -342.056 | -8.55 -349.0 -8.72 3.50 | 3.44

134



Literaturverzeichnis

e Grundlagen der Fermionischen Molekulardynamik

[1] P. Kramer, M. Saraceno, Lecture Notes in Physics 140, Springer, Berlin (1981)
[2] H. Feldmeier, Nucl. Phys. A515 (1990) 147

[3] H. Feldmeier, K. Bieler, Proc. 1. Europ. Biennial Workshop on Nucl. Phys.,
Megeve, France, World Scientific (1991) S. 125;
K. Bieler, Diplomarbeit, TH Darmstadt (1991), unveroffentlicht

[4] H. Feldmeier, J. Schnack, Proc. Int. Workshop on Dyn. Features of Nuclei,
Sitges, Spain (1993) World Scientific

[5] J. Schnack, Diplomarbeit, GSI report GSI-93-21 (1993)

[6] H. Feldmeier, J. Schnack, in “Multifragmentation, Proc. Int. Workshop XXII,
Hirschegg, Austria (1994), herausgegeben von H. Feldmeier, W. Nérenberg

[7] H. Feldmeier, J. Schnack, Nucl. Phys. A583 (1995) 347¢-352¢c
[8] H. Feldmeier, K. Bieler, J. Schnack, Nucl. Phys. A586 (1995) 493-532

[9] J.J.Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Addison-Wesley (1985)

e Die Molekulardynamikmodelle AMD und QMD

[10] A. Ono, H. Horiuchi, Toshiki Maruyama, A. Ohnishi, Phys. Rev. Lett. 68 (1992)
2898; Prog. Theor. Phys. 87 (1992) 1185; Phys. Rev. C47 (1993) 2652

[11] A. Ono, H. Horiuchi, Toshiki Maruyama, Phys. Rev. C48 (1993) 2946; A. Ono,
H. Horiuchi, Phys. Rev. C51 (1995) 299; E.I. Tanaka, A. Ono, H. Horiuchi,
Tomoyuki Maruyama, A. Engel, Phys. Rev. C52 (1995) 316

[12] A. Ono, H. Horiuchi, Vorabdruck, RIKEN-AF-NP-218, nucl-th /9601008
[13] J. Aichelin, H. Stécker, Phys. Lett. B176 (1986) 14

[14] J. Aichelin, Phys. Rep. 202 (1991) 233

135



[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]
[22]
23]

[24]

[30]

136

G. Peilert, J. Konopka, H. Stocker, W. Greiner, M. Blann, M.G. Mustafa, Phys.
Rev. C46 (1992) 1457-1473

S.A. Bass, C. Hartnack, H. Stocker, W. Greiner, Phys. Rev. C51 (1995) 3343—
3356

J. Konopka, Fragmentproduktion und Teilchenfluff in Schwerionenstifien und
thre Bedeutung fiir die thermodynamischen FEigenschaften von Kernmaterie,
Dissertation, Johann Wolfgang Goethe-Universitéit, Frankfurt am Main (1996)

T. Maruyama, K. Niita, A. Iwamoto, Vorabdruck, nucl-th /9509003

Dietrich Klakow, Molekulardynamik von Wellenpaketen in Coulomb—Systemen,
Dissertation, Universitit Erlangen—Niirnberg (1994)

o Statistische Eigenschaften

J.R. Klauder, B.-S. Skagerstam, Coherent States, World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., Singapore (1985)

A. Ohnishi, J. Randrup, Nucl. Phys. A565 (1993) 474-494
A. Ohnishi, J. Randrup, Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 596
J.Schnack, H. Feldmeier, Nucl. Phys. A601 (1996) 181-194

J. Pochodzalla, T. Mohlenkamp, T. Rubehn, A. Schiittauf, A. Woérner, E. Zu-
de, M. Begemann-Blaich, Th. Blaich, C. Gross, H. Emling, A. Ferrero, G. Im-
me, I. Iori, G.J. Kunde, W.D. Kunze, V. Lindenstruth, U. Lynen, A. Morini,
W.F.J. Miiller, B. Ocker, G. Raciti, H. Sann, C. Schwarz, W. Seidel, V. Serfling,
J. Stroth, A. Trzcinski, W. Trautmann, A. Tucholski, G. Verde, B. Zwieglinski,
Phys. Rev. Lett. 75 (1995) 1040

P. Bronche, S. Levit, D. Vautherin, Nucl. Phys. A427 (1984) 278-296
P. Bronche, S. Levit, D. Vautherin, Nucl. Phys. A436 (1985) 265-293
S. Levit, P. Bonche, Nucl. Phys. A437 (1985) 426442

D.H.E. Gross, Rep. Prog. Phys. 53 (1990) 605-658

R.J. Charity, M.A. McMahan, G.J. Wozniak, R.J. McDonald, L.G. Moretto,
D.G. Sarantites, L.G. Sobotka, G. Guarino, A. Pantaleo, L. Fiore, A. Gobbi,
K.D. Hildenbrand, Nucl. Phys. A483 (1988) 371

e Kurzreichweitige Korrelationen und N-N-Wechselwirkungen

P. Ring, P. Schuck, The Nuclear Many Body Problem, Springer, Berlin (1980)



[31]

[32]
[33]
[34]
[35]

[36]
[37]
[38]

[39]

[43]
[44]
[45]

A.N. Antonov, P.E. Hodgson, 1.Zh. Petkov, Nucleon Correlations in Nuclei,
Springer Series in Nuclear and Particle Physics, Springer—Verlag, Berlin (1993)

R. Jastrow, Phys. Rev. 98 (1955) 1479
S.E. Massen, Nucl. Part. Phys. 16 (1990) 1713-1725
S. Stringari, M. Traini, O. Bohigas, Nucl. Phys. A516 (1990) 33-40

O. Benhar, V.R. Pandharipande, S.C. Pieper, Rev. of Mod. Phys. 65 (1993)
817

J. da Providencia, C.M. Shakin, Annals of Physics 30 (1964) 95-118
K. Suzuki, R. Okamoto, H. Kumagai, Phys. Rep. 242 (1994) 181-190

O. Benhar, A. Fabrocini, S. Fantoni, I. Sick, Nucl. Phys. A579 (1994) 493-517;
I. Sick, Experimentelle Daten zu Einteilchendichten im Impulsraum, Private
Korrespondenz (1995)

L.Lapikas, Nucl. Phys. A553 (1993) 297c;
P.K.A. de Witt Huberts, J. Phys. G 16 (1990) 507;
G. van der Steenhoven, Nucl. Phys. A527 (1991) 17c

K.A. Brueckner, R.J. Eden, N.C. Francis, Phys. Rev. 98 (1955) 1445

D.L. Hill, J.A. Wheeler, Phys. Rev. 89 (1953) 1102;
J.J. Griffin, J.A. Wheeler, Phys. Rev. 108 (1957) 311

K. Varga, Y. Suzuki, Phys. Rev. C52 (1995) 2885;

K. Varga, Y. Suzuki, K. Arai, Y. Ogawa, in “Extremes of Nuclear Struc-
ture®, Proc. Int. Workshop XXIV, Hirschegg, Austria (1996), herausgegeben
von H. Feldmeier, J. Knoll, W. Nérenberg

M. Jaminon, C. Mahaux, H. Ng6, Phys. Lett. 158B (1985) 103
O. Bohigas, S. Stringari, Phys. Lett. 95B (1980) 9

K. Niita, T.S. Biro, W. Cassing, A.L. De Paoli, U. Mosel, M. Schéfer, Nucl.
Phys. A495 (1989) 91c¢

A. Faessler, Nucl. Phys. A495 (1989) 103c

R. Machleidt, Adv. Nucl. Phys. 19 (1989) 189
R.V. Reid, Annals of Physics 50 (1968) 411-448
A.B.Volkov, Nucl.Phys. 74 (1965) 33

Thomas Neff und Robert Roth, Diplomarbeiten, Betreuer Prof. Hans Feldmeier,
TH Darmstadt, voraussichtliches Erscheinen 1996/97

137



[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]
[59]
[60]
[61]

138

e Experimentelle Daten

K. Yoshihara, H. Kudo, T. Sekine, Periodic Table with Nuclides and Reference
Data, Springer—Verlag, Berlin (1985)

P. Mgller, J.R. Nix, W.D. Myers, W.J. Swiatecki, Atomic Data Nucl. Data
Tables 59, (1995) 185-381

Landolt—Bornstein, Zahlenwerte und Funktionen aus Naturwissenschaften und
Technik, Gruppe I, Band 2: Kernradien, Springer—Verlag, Berlin (1967)

T. Angeli, Acta Physica Hungarica 69 (1991) 233-247;
K.-H. Schmidt, private Korrespondenz

B. Fernandez, C. Gaarde, J.S. Larsen, S. Pontoppidan, F. Videbaek, Nucl. Phys.
A306 (1987) 259

F. Saint-Laurent, M. Conjeaud, S. Harar, J.M. Loiseaux, J. Menet, J.B. Viano,
Nucl. Phys. A327 (1979) 517

M. Petrovici, A. Adronic, I. Berceanu, A. Buta, M. Duma, D.Moisa, A. Pop,
V. Simion, A. Bonasera, G. Immé, G. Lanzano, A. Pagano, G. Raciti, N. Co-
lonna, G. d’Erasmo, A. Pantaleo, Z. Phys. A354 (1996) 11;

A. Pop et al. Proc. of the INPC, Beijing 1995, S. 5.2-2

G. Wolschin, W. Noérenberg, Z. Phys. A284 (1979) 209
A. Bonasera et al., Phys. Rep. 243 (1994) 1
H. Feldmeier, Rep. Prog. Phys., Vol. 50, No. 8 (1987) 915

J. Czudek, L. Jarczyk, B. Kamys, A. Magiera, R. Siudak, A. Strzatkowski,
B. Styczen, J. Hebenstreit, W. Oelert, P. von Rossen, H. Seyfarth, A. Budza-
nowski, A. Szczurek, Phys. Rev. C43 (1991) 1248-1254

K. Hagel, M. Gonin, R. Wada, J.B. Natowitz, F. Haddad, Y. Lou, M. Gui,
D. Utley, B. Xia6, J. Li, G. Nebbia, D. Fabris, G. Prete, J. Ruiz, D. Drain,
B. Chombon, B. Cheynis, D. Guinet, X.C. Hu, A. Demeyer, C. Pastor, A. Giorni,
A. Lleres, P. Stassi, J.B. Viano, P. Gonthier, Phys. Rev. C50 (1994) 2017;

K. Hagel, M. Gonin, R. Wada, J.B. Natowitz, B.H. Sa, Y. Lou, M. Gui, D. Utley,
G. Nebbia, D. Fabris, G. Prete, J. Ruiz, D. Drain, B. Chombon, B. Cheynis,
D. Guinet, X.C. Hu, A. Demeyer, C. Pastor, A. Giorni, A. Lleres, P. Stassi,
J.B. Viano, P. Gonthier, in “Multifragmentation“, Proc. Int. Workshop XXII,
Hirschegg, Austria (1994), herausgegeben von H. Feldmeier, W. Nérenberg



Dank

Diese Dissertation ist das Ergebnis einer dreijahrigen Arbeit mit ihren Hohen und
Tiefen. Sie wire wohl kaum moglich gewesen, héitte ich nicht die Unterstiitzung meiner
Freunde, Verwandten und Mitarbeiter erfahren. Thnen allen m6chte ich an dieser Stelle
herzlich danken.

Das Thema dieser Arbeit verdanke ich Prof. Hans Feldmeier, mit dem ich seit iiber vier
Jahren sehr gern zusammenarbeite. Fiir seine ausgezeichnete Betreuung und stindige
Bereitschaft, iiber physikalische aber auch private Probleme zu diskutieren, danke ich
ihm vielmals. Sein Bestreben, physikalischen Phdnomenen auf den Grund zu gehen, sie
zu verstehen und anschaulich zu machen, wird mir ein Ziel fiir meine Arbeit bleiben.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Wolfgang Norenberg, in dessen Arbeitsgruppe an
der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung ich ausgezeichnete Arbeitsbedingungen
vorfand und der mich und meine Vorhaben grofiziigig unterstiitzte. So war es mir
moglich, an einem Programm des INT in Seattle/USA teilzunehmen, das die Arbeit
iiber statistische Eigenschaften stark befliigelte.

Ich bedanke mich bei der Theoriegruppe der GSI fiir die angenehme Arbeitsatmo-
sphére. Fiir den Langmut, meine Probleme anzuh6ren und mit mir dariiber zu de-
battieren, danke ich ganz besonders meinen langjdhrigen Mitstreitern Christine Sau-
ermann und Jorg Lindner und den Diplomanden und Doktoranden Christoph Appel,
Thomas Neff, Robert Roth und Wolfgang Weinhold.

Es war fiir mich eine grofartige Erfahrung, mit George Bertsch, Jgrgen Randrup,
William Friedman und Pawel Danielewicz wihrend der Programms INT-94-3 am In-
stitut fiir Kerntheorie in Seattle/USA iiber die Beschreibung wechselwirkender Fer-
mionensysteme und ihre thermodynamischen Eigenschaften ungezwungen diskutieren
zu konnen. Ich danke ihnen dafiir und auch dem Institut fiir die grofiziigige Un-
terstiitzung.

Bei der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung bedanke ich mich fiir die zur Verfiigung
gestellte Rechenzeit. Mein herzlicher Dank gebiihrt Eva Hocks, die mich im Dschungel
der Bits und Bytes nie im Stich lief3.

Ich danke Dr. Andrzej Magiera, Dr. Mihai Petrovici, Dr. Josef Pochodzalla, Dr. Karl-
Heinz Schmidt und Prof. Ingo Sick fiir das freundliche Zurverfiigungstellen von expe-
rimentellen Daten.

Wihrend der letzten fiinf Jahre wurde ich von der Bischoéflichen Studienférderung
CUSANUSWERK materiell und ideell auf gro3ziigige Weise geférdert. Dafiir bedanke
ich mich bei allen Mitarbeitern des CUSANUSWERKES ganz herzlich.

Diese Arbeit wire unmoglich gewesen ohne das Verstdndnis und die Unterstiitzung
meines Vaters Horst Schnack und meiner Frau Vera Linn. Thnen und auch meiner
Schwester Christine danke ich dafiir in besonderer Weise.






Zur Person

Lebenslauf

Geburt: Ich wurde am 20. Juli 1966 als erstes Kind von Agnes und Horst
Schnack in Berlin—Pankow geboren.

Familienstand: Seit dem 10. Februar 1994 bin ich mit meiner Frau Vera Linn
verheiratet.

Bildungsgang

1973-1981 Von der ersten bis zur achten Klasse besuchte ich die 12. Polytech-
nische Oberschule in Berlin—Lichtenberg.

1981-1985 Mit dem Beginn der neunten Klasse wechselte ich an die Erwei-
terte Oberschule ,,Heinrich Hertz“, Spezialschule mathematischer
Richtung, in Berlin.

1987-1991 Im Jahre 1987 begann ich mein Physikstudium an der Technischen
Universitdt Dresden. 1991 schlof8 ich mein Hauptstudium in
Dresden ab.

1991-1993 Ich wechselte 1991 an die Technische Hochschule Darmstadt und
begann meine Diplomarbeit bei Herrn Prof. W. Norenberg und
Herrn Prof. H. Feldmeier. 1993 schlof§ ich mein Studium mit dem
Pradikat sehr gut ab.

1993-1996 Ebenfalls im Jahre 1993 begann ich mein Promotionsstudium an
der TH Darmstadt.

1990-1996 In den Jahren 1990 bis 1996 war ich Stipendiat der Bischéflichen

Studienforderung CUSANUSWERK.






Eidesstattliche Erkldarung

Hiermit erkldre ich an Fides Statt, daf§ ich die vorliegende Dis-
sertation selbsténdig verfafit, keine anderen als die angegebenen
Hilfsmittel verwendet und noch keinen Promotionsversuch unter-
nommen habe.

Darmstadt, den 21. April 1996






