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Bitte auf den abzugebenden Lösungen den eigenen Namen und den des Tutors
bzw. der Tutorin angeben.
Abgabe: 22. Mai 2017 früh in der Vorlesung oder in E5-108.

6.1 Komplexe Zahlen

a. Bestimmen Sie den Realteil von z1 = 2 + 3i.

b. Bestimmen Sie den Imaginärteil von z2 = 4− 2i.

c. Bestimmen Sie den Realteil von z1 · z2.

d. Bestimmen Sie den Imaginärteil von z1 · z2.

e. Bestimmen Sie den Betrag von z1 · z2.

Zeigen Sie, dass für alle komplexen Zahlen gilt:

f. |z1 · z2| = |z1| · |z2|

g. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

h. |ez|2 = e2Re(z)

Stellen Sie die folgenden Ausdrücke als a+ ib dar:

i. 1+i
1−i

j. Re( 1
1+isinh(x)

), x ∈ R

k. tanh(ix), x ∈ R

Lösen Sie:

l. Welche Lösungen hat z27 = 1?

m. Zeigen Sie, dass die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit eiπ/2 einer Drehung
um 90◦ in der Gaußschen Zahlenebene entspricht.

n. Wie folgen aus e2iα = eiαeiα die Additionstheoreme für cos(2α) und sin(2α)?
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6.2 Extremwertaufgabe
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4.36: Ein Reiter soll möglichst schnell von A nach B gelangen (vgl. Abb. 4.13) und muss
dabei durch Sumpf (untere Hälfte) und über eine Steppe (obere Hälfte). Seine Geschwin-
digkeit im Sumpf beträgt v D a, in der Steppe v D b (b > a). Zeigen Sie, dass die
optimale Lösung dem Gesetz der Lichtbrechung folgt: j sin.!=2! ˛/j=j sin.!=2! ˇ/j D
a=b. Berechnen Sie mit numerischen Methoden die Position des Grenzpunktes X für
A D .0; 0/, B D .1000; 1000/, b D 2a D 5m/s.

Abb. 4.13 Wer reitet so spät
durch Steppe und Sumpf . . .
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4.37: Sei die Ladungsverteilung auf der Kugel x2 C y2 C z2 D 12 gegeben durch q D
x y z. Finden Sie jene Punkte auf der Kugeloberfläche, für die q am größten ist.

4.38: Die Ergebnisse optischer Messungen der Entfernung eines UFOs von einer Radar-
station aus haben zu den Zeitpunkten t D 0, 1 s, 2 s eine Distanz von 0.5, 2.0 und 4.0
Erdradien ergeben. Man nimmt an, dass die Entfernung y linear von der Zeit abhängt,
das UFO hätte also eine konstante Geschwindigkeit y D v t C b. Bestimmen Sie v und
b, sodass die Summe der Quadrate der Abweichungen von den gemessenen Werten, also
.0:5 ! y.t D 0//2 C .2:0! y.t D 1//2 C .4:0 ! y.t D 2//2 ein Minimum wird.

4.39: Stellen Sie die Temperaturverteilung einer rechteckigen Platte

T .0 " x " 5; 0 " y " 6/ D x2 y=2 ! x y2=4C 200

durch Isothermen (Linien gleicher Temperatur) grafisch dar. Wo ist der kälteste Punkt und
wo der wärmste? Wie verläuft die analytische Rechnung?

4.7.2 Lösungen

Vollständige Lösungen unter http://physik.uni-graz.at/~cbl/mm/.

4.1: (a) 2 cosx; (b) .sin x/cosx
!
.cosx/2= sin x ! sin x ln sin x

"
;

(c) 2 cosx sin x # sin 2x; (d) .ln.ln x//=x; (e) 2 cos.2 x/; (f) 1=.4
p
x
p
1Cpx/;

(g) 2 x cosh x2; (h) 2 a=..a2 ! x2/ ln a/.

4.2: (a) 1=x; (b) !1=
p
1 ! x2; (c) 1=

p
1C x2; (d) 1=2.x Cpx/.

Ein Reiter reitet von A nach B und durchquert dabei Sumpf und Steppe. Die Koordinaten
lauten A = (0, 0) und B = (1000, 1000). Der Sumpf erstreckt sich im Gebiet mit y <
500, die Steppe im Gebiet mit y > 500. Im Sumpf reitet der Reiter mit der konstanten
Geschwindigkeit va, in der Steppe mit der konstanten Geschwindigkeit vb > va.
Der Reiter hat es aus den bekannten Gründen (

”
Wer reitet so spät durch Nacht und

Wind?“) eilig und möchte folglich die Zeit minimieren. Auf welchem Weg gelingt ihm
dies? Zeigen Sie, dass der Weg mit dem Brechungsgesetz der Optik (auch Snelliussches
Brechungsgesetz) übereinstimmt.

Anmerkung: Die Extremwertaufgabe ist ein Spezialfall des Fermatschen Prinzips, das in
der Optik besagt, dass ein Lichtstrahl durch ein Medium den Weg nimmt, der die Laufzeit
minimiert. Daraus kann man das optische Brechungsgesetz ableiten.
In der Elektrodynamik kann man das Gesetz ebenso aus den Stetigkeitsbedingungen elek-
tromagnetischer Felder an Grenzflächen ableiten. Diese wiederum haben etwas damit zu
tun, dass der Raum gewisse Symmetrien aufweist. Dazu aber mehr in Theoretischer Phy-
sik I.

6.3 Zusatzaufgabe: Die Punktgruppe C4

Die Drehungen des Quadrats kann man zu einer GRUPPE zusammenfassen: {E,C,C2, C3}.

C =
usw. , E =

C dreht dabei das Quadrat, auf das es angewendet wird, um eine Vierteldrehung im
Uhrzeigersinn weiter.

Zeigen Sie, dass die Anwendung von C den Zustand Ψ bis auf einen Vorfaktor reproduziert.
Wir werden später sehen, dass man Ψ dann einen Eigenzustand von C nennt.

Ψ= +i − −i
Wie lautet der Vorfaktor?
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