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9.1 Rotationen des Spins

a. Wir betrachten einen einzelnen Spin s. Berechnen Sie die Wirkung der folgenden

Symmetrieoperation

exp{—iagz} S exp {mg} ,

Tipp: § als Summe von Spinoperatoren und Einheitsvektoren schreiben; Exponen-
tialfunktion als Reihe schreiben, dann nach Ordnungen von « sortieren, diese ver-
einfachen und wieder zusammenfassen.

acR.

(1)

Welche Grofle ist offensichtlich unter dieser Transformation erhalten?
. Zusatzaufgabe: Was ist jetzt
exp{—i&-g} gexp{i&-g} , aeR¥?

(2)

. Wir betrachten jetzt mehrere Spins 3. Berechnen Sie die Wirkung der folgenden
Symmetrieoperation

exp{—iagz} Sm " 5n exp{iagz} , aceR, Szzgj. (3)
J

Beschreiben Sie anschaulich, warum das Frgebnis ,logisch® ist.

. Begriinden Sie jetzt, warum

va e R exp{—id- S} Gu- 5o exp{id- S} = G-

LW®
:l

gilt, nicht aber

— 3. Lo a .o a o
Va e R .exp{—za-g} S S exp{za-g} = S5 8-

~
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Fiir welche & wiirde Gleichung (5) gelten?



9.2 Eigenzustinde von SU(2) x C,

Wir betrachten einen Spinring aus 4 paramagnetischen Momenten mit Spinquantenzahl
s = 1/2 und identischer nichster-Nachbar-Wechselwirkung J, der im Heisenberg-Modell
mit periodischen Randbedingungen beschrieben werden soll, d.h.

~

H = -2J) §-§ina, mit N+1=1,Vis=5s. (6)

Die folgenden Produktzustinde bilden eine Orthonormalbasis im Hilbertraum
silan,az,... 0 ...an) = (s—a;)|ai,aq,...,a05...,a5) . (7)

Dabei gilt a; = s — m;.
Berechnen Sie soweit wie méglich die gemeinsame Eigenbasis von 5%, S* und 7.

9.3 Charaktertafeln

Erarbeiten Sie sich das Aufstellen von Charaktertafeln anhand des folgenden Auszugs aus
Max Wagner, Gruppentheoretische Methoden der Physik.



3.10 Konstruktion einer Charaktertafel 0

Die Charaktertafeln der weitaus meisten Symmetriegruppen, die in der Physik eine Rolle spielen,
sind in allgemein zuginglichen Tafeln erfaBt. Sie sind in diesem Buch im Anhang B zu finden.
Diese Tafeln stellen demgemiil ein allgemein zur Verfiigung stehendes Handwerkszeug dar, so
dall der die Gruppentheorie anwendende Wissenschaftler dieselben in den allermeisten Fillen
nicht selbst berechnen muB. Trotzdem scheint es angemessen, an dieser Stelle die wesentlichen
Hilfsmittel zusammenzustellen, um eine Charaktertafel zu erstellen. In den vorangegangenen
Abschnitten haben wir diese Hilfsmittel bereits kennengelerni. Es sind die folgenden:

Die Zahl nyp der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe ist gleich der Zahl ng; der
Klassen (1. Satz von Burnside):
np = nx=n (3.52)

Die letztere (ng;) findet man leicht, indem man mittels der Gruppentafel alle zueinander
konjugierten Elemente S = X ' X berechnet.

. Die Dimensionalititen d,, der irreduziblen Darstellungen I''*) werden sodann bestimmt

durch die Formel (2. Satz von Burnside)

L 7
3 d=9=
x=1 K

=

9K (3.53)
1

In den meisten Fillen hat diese Gleichung eine eindeutige Losung,

- Da das Einselement E durch eine Einheitsmatrix dargestellt werden muB, gilt

X“(E) = d, (3.54)
Dies legt die 1. Spalte der Charaktertafel fest.

. Da die ,Einsdarstellung “ immer als irreduzible Darstellung existiert, ist die 1. Zeile der

Charaktertafel immer eine Folge der Zahlen Eins:
Y K) = 1 (3.55)

. Die Zeilen der Tafel miissen orthogonal und auf g normiert sein mit den Gewichtsfaktoren

gk (Orthogonalitit der Charaktere (3.29)):

K}:gx xW(K) (x""(ﬁ’}). = g (3.56)
=]

- Die Spalren miissen orthogonale, auf g/ gsc normierte Vektoren sein (Vollstindigkeit der

Charaktere (3.30)):

) WK = L 3.57
PRy (a0 = Lok (3.57)



7. Die Elemente der u-ten Zeile sind verkniipft durch (3.21)
99 XM (K)-x¥(K;) = du-Y e oe- X" (Ke) (3.58)
k

wobei die Koeffizienten ¢;j; ganze positive Zahlen (oder Null) sind und durch die Klas-
senmultiplikation K; x K; = ¥ ¢4 K definiert werden (siehe Kapitel 2.8).
E

@ Konstruktion der Charaktertafel von Cj,

1. Zahl der Klassen:
ng=33=n;p=n

Es handelt sich dabei um: Cyy E 204 30l
Ki={E} (gr, =1)
K2={C3,C}} (9%, =2) A : : i
K= {‘71[:”‘{73} rﬂ'xt?)} (K, =3) Az 1 x ¥
2. Dimension d,, der Klassen: E 2 z y

B+ +d =6
=>d=da=1,di=2

3. 1. Spalte (Dimension der Darstellung): 1 12
4. 1. Zeile (Einsdarstellung): 1 1 1

5. X 9K x®(K) (XN (K)) =98,

Ansatz fiir 2. Zeile: | x y
p=1lr=2-=142r+3y=0
p=2p=2-1+2r+32 =6
=>z=1Ly=—1 oder z=-7/5y=3/5

Ansatz fiir 3. Zeile: 2 2’ '
p=lp=332+2s'+3p' =0
p=3pr=334+227 437 =6
2z =—1y=0 oder ' =1/5y =-4/5

6. le["](f{) (K" = &g
e

2. Spalte: 1 x 2’
K=1K'=2—142+22=0
K=2K=2-1+2*+2"=6/2=3
= r=12"=—loderz=-7/52'=3/5

Damit eindeutige Lisung: z = L,y =-1L, ' = —lundy' =0

Kontrolle mit 3. Spalte: 1 3'
K=1K'=3=1+y+2/=0
K=3K'=31+yt+y" =6/3=2
2y=—1y =0o0derzr=0z"=—1

Damit eindeutige Losung: r =1,y =1, 2’ =~lund ' =0

7. Die Vorschrift (3.21) dient hier nur zur nochmaligen Konsistenzpriifung.




