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Aufgabenblatt 12

12.1 Wechselwirkung zwischen drei Spins

Wir betrachten drei Spins mit je s = 1. Thre effektive Spin-Spin-Wechselwirkung werde durch
folgenden Hamiltonoperator beschrieben:
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Bestimmen Sie die Energieeigenwerte dieses Hamiltonoperators sowie deren Entartung. Hinweis:
Sie kénnen den Hamiltonoperator durch quadratische Ergédnzung nutzbringend umformen. Zur
Berechnung der Entartung ist eine Betrachtung der Kopplungsmoglichkeiten hilfreich.

Nehmen Sie jetzt die Wechselwirkung mit einem dufleren homogenen Magnetfeld B = Bg, hinzu:

I—NIZeeman = % B ’ S . (2>

Stellen Sie die Energieeigenwerte des Gesamthamiltonoperators als Funktion des &ufleren Feldes
B graphisch dar.

12.2 Ritzsches Variationsverfahren

Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen anharmonischen Oszillators habe die folgende

Form:
H = 8—2 + 1 mw?z? 4+ X 2zt (3)
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Bestimmen Sie approximativ die Grundzustandsenergie mit der Variationswellenfunktion

o(x) = cexp{fax2}. (4)

Gegen welchen Wert geht die Energie fiir A — 07



12.3 Potentialbarriere

Vorwort: In verschiedenen quantenmechanischen Systemen lassen sich quasi-eindimensionale
Potentialtopfe erzeugen. Ein Beispiel ist in der obigen Graphik dargestellt. Sie zeigt links die Ras-
tertunnelmikroskopaufnahme einer Silber-Kupfer-Silber-Oberfldche (Dissertation Andreas Bach-
mann, Universitdt Osnabriick, urn:nbn:de:gbv:700-2002111519), bei der die Silberstreifen wie
unendlich hohe Potetialwidnde wirken. Die dazu senkrechten Komponenten der Wellenfunktion
verhalten sich so, als sei das System eindimensional. Die Stufen der Kupferoberfliche wirken
innerhalb des Potentialtopfes wie kleine Barrieren (rechtes Bild).
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Problem: Wir reduzieren das physikalische Problem im folgenden auf das eines Teilchens, das
zwischen zwei ideal reflektierenden Winden eingesperrt ist, sich also in einem unendlich hohen
Kastenpotential, d.h. im Intervall [0, L], bewegt. Innerhalb des Kastenpotentials befinde sich
eine Potentialbarriere. Das System wird durch den Hamiltonoperator H = T + V beschrieben.
Dabei ist V' das Potential der Barriere, der Einfluff der unendlich hohen Potentialwinde wird

weiterhin durch die Randbedingung (0| ¥ ) = (L | ¥ ) = 0 modelliert.
Zur physikalischen Beschreibung des Systems sind die Eigenwerte und Eigenvektoren von H

~

H|®) = (T+Y) |90)=Ey|@,). (5)

notig. Zur Losung der Aufgabe geht man zweckméfligerweise zu dimensionslosen Groéfien iiber,
indem man alle Lingen in Vielfachen von L und die Energien in Vielfachen von h?/(2mL?)
angibt. Damit lautet die zeitunabhéingige Schrodingergleichung

2
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Dabei gilt
3 _ H V(L) B,
z=nL, Q—Wa U(U)—Wa Gn—m- (7)

Die Eigenwertgleichung (6) kann man im Allgemeinen nicht geschlossen 16sen, d.h. man muf sie
numerisch 16sen.



Aufgabenstellung: Machen Sie sich zuerst die dimensionslose Schrédingergleichung (6) klar.
Bestimmen Sie die Energieeigenwerte €, und die zugehorigen Eigenfunktionen und stellen Sie die
Grundzustandswellenfunktion (niedrigste Energie) und die Wellenfunktion des ersten angeregten
Zustandes graphisch dar.

Die Potentialbarriere sei in unserem Fall durch

v(n) = (8)

50 fiir 0.45 < n < 0.55
0 sonst

gegeben.
Stellen Sie zuerst den Hamiltonoperator mit Hilfe der ersten 20 Eigenzustéinde der kinetischen
Energie dar. Diese lauten in den dimensionslosen Gréfien

(n]Yn) = V2sin(nmn) . 9)

Bestimmen Sie dann die Eigenwerte und Eigenvektoren von (¢, | b [y, ).

Stellen Sie in einer Graphik die Grundzustandswellenfunktion ohne Potentialbarriere (7|1 )
und die Grundzustandswellenfunktion mit Potentialbarriere (7n|¢;) dar und in einer zweiten
Graphik die entsprechenden Wellenfunktionen fiir die ersten angeregten Zusténde.

Technische Hinweise: In Mathematica kann das Kronecker-Symbol verwendet werden, der
Befehl lautet KroneckerDelta[m,n]. Die Eigenvektoren werden in Mathematica als Zeilen einer
Matrix ausgegeben; es muf also bei Bedarf noch transponiert werden, siehe Hilfe zu Eigensystem.



